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Teubners & Sammlung | 


von Lehrbtichern auf dem Gebiete der 


Mathematischen Wissenschaften 


mit Einschlufs ihrer Anwendungen. 


Im Teubnerschen Verlage erscheint unter obigem Titel in zwang- 
loser Folge eine langere Reihe von zusammenfassenden Werken tiber 
die wichtigsten Abschnitte der Mathematischen Wissenschaften mit 
Hinschlufs ihrer Anwendungen. 


Die anerkennende Beurteilung, welche der Plan, sowie die bis © 


jetzt erschienenen Aufsaitze der Encyklopaidie der Mathematischen 
Wissenschaften gefunden haben, die allseitige Zustimmung, welche 
den yon der Deutschen Mathematiker-Vereinigung veranlafsten und 
herausgegebenen eingehenden Referaten tiber eizelne Abschnitte der 


Mathematik zu teil geworden ist, beweisen, wie sehr gerade jetzt, 


‘wo man die Resultate der wissenschaftlichen Arbeit eines Jahr- 
hunderts zu iiberblicken bemiiht ist, sich das Bediirfnis nach zu- 


sammenfassenden Darstellungen geltend macht, durch welche die~ 


mannigfachen LEinzelforschungen auf den verschiedenen Gebieten 
mathematischen Wissens unter einheitlichen Gesichtspunkten geordnet 
und einem weiteren Kreise zugainglich gemacht werden. . 
Die erwidhnten Aufsitze der Hncyklopadie ebenso wie die 
Referate in den Jahresberichten der Deutschen Mathematiker- 
Vereinigung beabsichtigen in diesem Sinne in knapper, fiir eine 
rasche Orientierung bestimmter Form den gegenwartigén Inhalt 
einer Disciplin an gesicherten Resultaten zu geben, wie auch durch 


sorgfaltige Litteraturangaben die historische Entwickelung der 


Methoden darzulegen. Dartiber hinaus aber mufs auf eine eingehende, 
mit Beweisen versehene Darstellung, wie sie zum selbstiindigen, 
yon umfangreichen Quellenstudien ‘unabhangigen Hindringen in die 
Disciplin erforderlich ist, auch bei den breiter angelegten Referaten 
der Deutschen Mathomatiker Voremigues, in welcher hauptsachlich 
das historische und teilweise auch das kritische Element zur Geltung 
kommt, verzichtet werden. Hine solche ausfiihrliche Darlegung, die 


Printed in Germany 


food geass mus *y tain 


sich mehr in dem Charakter eines auf geschichtlichen und litte- | 
rarischen Studien gegriindeten Lehrbuches bewegt und neben den 
rein wissenschaftlichen auch padagogische Interessen berticksichtigt, 

_ erscheint aber bei det raschen Entwickelung und dem Umfang des — 
zi einem grofsen Teil nur in Monographien niedergelegten Stoffes 
durchaus wichtig, zumal, im Vergleiche z. B. mit Frankreich, bei . 
uns in Deutschland die mathematische Litteratur an Teeliroaehaed 

_ tiber spezielle Gebiete der mathematischen Forschung nicht allzu 
reich ist. 

_ Die Medlavsbuchhandlang B. G. Teubner giebt sich der Hoffnung 
hin, dafs sich recht zahlreiche Mathematiker, Physiker und Astro- 
nomen, Geodaten und Techniker, sowohl des oe als des Auslandes, 
in deren Forschungsgebieten derartige Arbeiten erwiinscht sind, zur 
Mitarbeiterschaft an dem Unternehmen entschliefsen méchten. Be- 
sonders nahe liegt die Beteiligung den Herren Mitarbeitern an der 
Encyklopidie der Mathematischen Wissenschaften. Die umfang- . 
reichen litterarischen und speziell fachlichen Studien, welche fiir die 
Bearbeitung von Abschnitten der Encyklopadie vorzunehmen waren, 
konnten in dem notwendig eng begrenzten Rahmen nicht volledindig 

 niedergelegt werden. Hier aber, bei den Werken der gegenwartigen 
Sammlung ist die Méglichkeit gegeben, den Stoff freier zu gestalten 

~ und die individuelle Auffassung und Richtung des einzelnen Be- 
arbeiters in héherem Mafse zur Geltung zu bringen. Doch ist, wie 
gesagt , jede Arbeit, die sich dem Plane der Sammlung einftigen 
lafst, im gleichen Mafse willkommen. ; 

Bisher haben die folgenden Gelehrten ihre. geschatzte Mite 

wirkung zugesagt, wahrend erfreulicherweise stetig neue Anerbieten 
zur Mitarbeit an der Sammlung einlaufen, wortiber in meinen ,,Mit- 
teilungen“ fortlaufend berichtet werden wird: 
P. Bachmann, niedere Zahlentheorie. 
M. Bécher, iiber die reellen Lésungen der gewohnlichen linearen 

Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

G. Brunel, Analysis situs. 
G. Castelnuovo und F. Enriques, Theorie der algebraischen Plachens 

-F. Dingeldey, Kegelschnitte und Kegelschnittsysteme. 

F. Dingeldey, Sammlung von Aufgaben zur Anwendung der Differential- 


_und Integralrechnung. : . 
F. Enriques, Prinzipien der Geometric. | 
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ae? (Blementare Poneto der said dliohen Algouthiaaba und der | 
 analytischen Funktionen einer komplexen Varkoderlche ¢ 
oe _ Zablenlehre. Bd. IL ‘Funktionenlehre. 


Baise Se rickewhica irik der ehedimensianalon: Riume. 
D. OMe Differenzenrechnung. : 
-M, Simon, Elementargeometric. | — Shs ee ths 
PM. Stickel, Differentialgeometrie hékerer Monnigfaltigkeiten, Faas 
0. Staude, Flichen und Flachensysteme zweiter Ordnung. — 
Stolz und J. A. Gmeiner, theoretische Arithmetik. 
JR Sturm, Theorie der geometrischen Verwandtschaften, 
R. Sturm, die kubische Raumkurve. - - 
_K. Th. Vahlen, Geschichte des Fecdapoiaintee der. Algebr 
-K. Th. Vahlen, Geschichte des Sturmschen Satzes. 
A. Voss, Abbildung und Abwicklung der krummen Flachen, en 
EB. v. Weber, Vorlesungen tiber das Pfaffsche Problem u, die ( 
der partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung. 
A. Wiman, endliche Gruppen linearer Transformationen. m 
=. Zeuthen, die abzihlenden Mothodan: der Geometric, 
In Aussicht genommen: 
Ww. Wirtinger, algebraische Puke und ihre Integral 
WwW. Wirtinger, partielle Differentialgleichungen. 


<— J Mitteilungen tiber weitere Bande werden balan tl 
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Vorwort des Verfassers. 


Uber die Determinanten sind, zumal in der letzten Zeit, sehr 


_ viele besondere Untersuchungen angestell worden, die aus mannig- 


fachen Griinden in den Lehrbiichern noch nicht fab Berticksich- 
tigung finden kénnen. 

Ich habe es mir zur Aufgabe gemacht, auf knappem Raum alles 
derartige, soweit es mir méglich, zusammen zu bringen, damit im 
vorliegenden Buche alle diese Untersuchungen mehr oder weniger aus- 
fiihrlich an der ihnen gebiihrenden Stelle behandelt wiirden. 

Aus diesem Gesichtspunkte hege ich das Zutrauen, dass mein 
Buch denen einige Hilfe wird bieten kénnen, die sich von den man- 
cherlei Fortschritten, die in diesem Zweige der Analysis bisher ge- 
macht worden sind, eine Vorstellung bilden wollen. Und es geniigt 


_ ja, das Inhaltsverzeichniss dieses Bandes zu durchlaufen, um gewahr 


zu werden, dass hier eine ganze Menge von Gegenstiinden vereinigt 
ist, die nun zum ersten Male in einem Lehrbuche iiber Determinanten 
ihren Platz finden. Hs erscheint dies um so bedeutsamer, wenn man 
daran denkt, dass gar oft der Grund dafiir, dass ein Schriftsteller 
Dinge, die schon lingst bekannt sind, als stwas Neues verdffentlicht, 
vorziiglich in der Thatsache zu aceon ist, dass solche Gopendiiada 
eben noch nicht in die Lehrbticher aifgenommen worden sind, denn 
die vermitteln wohl ohne Zweifel die Verbreitung der Forschungs- 
ergebnisse am Besten. Beispiele hierzu giebt es gerade in der Lehre 
von den Determinanten genug; brauchen wir uns doch nur der 
mancherlei Arbeiten zu erinnern, die einander gefolgt sind bei der 


_ © Behandlung der Klasse von Determinanten, die mit den Unterdeter- 


minanten einer anderen gegebenen gebildet sind. 


rx Das vorliegende Buch ist in zwei Abschnitte geschieden: inner- 
1p 


halb des ersten ist alles das enthalten, worum ein Anfanger in diesem 


 Gebiete sich wiirde zu bemiihen haben? im zweiten, sehr viel aus- 


gedehnteren Theile finden sich mit allen Hinzelheiten bibliographischer 
Anmerkungen die besonderen Forschungen, von denen oben upecupresnen 


worden. 
a * 


IV Vorwort des Verfassers. 


Ich bin auf die geometrischen Anwendungen nicht allzu sehr 
eingegangen, weil ja die Determinantenlehre gewissermassen bei jedem 
Schritt, den man in der analytischen Geometrie zu thun hat, sich an- 
wenden lasst, und weil ich denke, wie auch Gtinther es schon in der — 
Vorrede zu seiner werthvollen Behandlung unseres Gegenstandes gesagt 
hat, ein Buch iiber Determinanten sollte nicht ein Buch tiber analy- 
tische Geometrie werden. 


Pavia, im Frihling des Jahres 1896. 
Ernesto Pascal. 


Fiir die vorliegende deutsche Ausgabe meines im Jahre 1897 in | 


italienischer Sprache (im Verlage von Hoepli in Mailand) erschienenen — ys 
Buches habe ich verschiedene Zusatze und Anderungen verfasst und 


desgleichen einen kurzen Abriss von der geschichtlichen Entwicklung 
der Determinantenlehre beigegeben. 

Herrn Dr. Leitzmann spreche ich meinen lebhaften Dank aus _ 
und hege die Hoffnung, dass die Ubersetzung, die von ihrem Heraus- — 
geber mit wirklicher Liebe und vielem Verstindniss besorgt worden — 


ist, bei mathematischen Lesern des gelehrten Deutschlands gtinstige 


Aufnahme finden werde. 


Pavia, im April 1900. 
Ernesto Pascal. 


Vorbemerkung des Herausgebers. 


Der wachsende Umfang der mathematischen Wissenschaften, ihre 


Vielseitigkeit in Lehrgegenstiinden und Methoden hat naturgemiiss 


ein Streben zur Folge, das darauf ausgeht, den einheitlichen Zu- 
sammenhang der gesonderten Wissenschaftszweige erkennbar zu er- 
halten und ihre gegenseitige Wechselwirkung zu beleben. Es sind 
Krscheinungen gesellschaftlicher und literarischer Art, die von der 
Bedeutung dieses Zielpunktes fiir den Entwicklungsgang der: neueren 
Mathematik Zeugniss ablegen und unter den letzteren treten hervor - 
die Bemitihungen um die Erkenntniss der Geschichte der Wissenschaft — 
und die Werke von enzyklopiidischer Art, im Anschluss hieran auch — 
B. G. Teubners neueste Sammlung von Lehrbiichern, der der vorliegende 
Band eingereiht worden ist. 
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Vorbemerkung des Herausgebers. v 


In Hinsieht auf Bestrebungen, die den Zusammenschluss der 


mathematischen Forschungen zum Ziele haben, nimmt die Determi- 


nantenlehre wohl eine bevorzugte Stellung ein, insofern sie an und ~ 
fiir sich vermége der weitgehenden Anwehdbarkeit ihrer Algorithmen 
und Ergebnisse zu einem Bindeglied zwischen den verschiedensten 
Lehrgebieten befiéhigt und bestimmt scheint. Als ,Werkzeug der 


Algebra und Analysis“ haben die Determinanten in stetig erweitertem 


Umfange die hohen Hrwartungen gerechtfertigt, mit denen ihr Erfinder 
Leibniz vor zweihundert Jahren seinen Gedanken gelehrten Freunden 
angektindigt hat. Und damit ist die Lehre von den Determinanten 
auch zu einem Hauptabschnitte der Propideutik des héheren mathe- 
matischen Unterrichts geworden, denn von der naheren Bekanntschaft 
und der Leichtigkeit im Gebrauche dieses Werkzeuges hingt zu einem 
wesentlichen Theile fiir den Jiinger der Wissenschaft eim leichtes und 
sicheres Fortschreiten ab. 

Die vorliegende deutsche Ausgabe der ,J determinanti“ Ernesto 
Pascals schliefst sich, abgesehen von mehreren umfanglichen Ande- 
rungen und Zusiitzen des Herrn Verfassers, im Texte so eng, als thun- 


_ lich schien, der Urschrift an, Text und Literaturberichte habe ich 


durchgearbeitet und insonderheit den letzteren eine aufmerksame Prii- 
fung zu Theil werden lassen. Mir schwebte dabei lange Zeit als Ziel 
vor, der Leser solle in dem Buche wenn auch nur anhangweise die 
gesammte erreichbare Determinantenliteratur vorfinden, nach Stoffen 
geordnet und mit kurzen inhaltlichen Vermerken versehen. Meine 
dahin gehenden bibliographischen Bemiihungen konnte ich jedoch bis- 
her nicht abschliessen und ein Anhang, der nicht in diesem organischen 
Zusammenhange mit dem abhandelnden Texte des Buches stiinde, 
scheint mir neben den von Anderen gegebenen, chronologisch geordneten 


- Literaturiibersichten entbehrlich. Ich hoffe, dass es mir méglich sein 


wird, meine Vorarbeiten bald zu Hnde zu fiihren und in einer beson- 
deren Verdffentlichung vorzulegen. Uberdiess bietet sich dem, der den 
angezeigten Quellen nachgeht und die zum Vergleiche aufgeftihrten 
Lehrbiicher') benutzt, von selbst der Zugang zu einer grossen Zahl 


‘von weiteren einschligigen Aufsitzen. Bemerkt sei hier, dass Muir 


im Quarterly Journal of pure and applied mathematics, Bd. 18 (1882) 
[110—149] und Bd. 21 (1886) [299320] eme ,,list of writings on 
determinants“ in zeitlicher Folge und eine ,supplementary list“ ge- 
geben hat, dass in den Jahrbiichern tiber die Fortschritte der Mathe- 


1) Scott in A treatise on the theory of determinants (1880) nennt allein 
etwa 120 die Determinanten betreffende Abhandlungen, die hier nicht vorkommen. 


VI Vorbemerkung des Herausgebers. 


matik, anfangend mit dem Jahre 1868, in der Revue semestrielle des 
publications mathématiques seit 1892 regelmissige Anzeigen tiber die 
neuvesten Erscheinungen der Determinantenliteratur sich finden. Muir 
verzeichnet in seiner ersteren Verdffentlichung die Arbeiten aus der 
Zeit von 1693—1880 einschliesslich, er liefert in der zweiten einen 
Nachtrag und fiihrt die Ubersicht bis zum Jahre 1885 fort. 

Dem Lernenden wird es in mancher Hinsicht forderlich sein, — 
wenn er sich an Hand der vorliegenden Darstellung mit den Deter- 
minanten erst vertraut gemacht hat, auf Abschnitte des viel erwaihnten 
Baltzerschen Buches zuriickzugreifen. In letzterem sind in grésserer 
Breite gewisse Anwendungs- und Grenzgebiete unseres Stoffes behandelt, 
so beispielsweise Beziehungen zur Integration der linearen Differential- 
gleichungen § 9. 3—5, zu den linearen, insbesondere den orthogonalen 
Substitutionen § 14. 7—8, 10—14, zu den bilinearen und quadratischen 
Formen § 6.5—9, § 7.3—5 (Kroneckers Subdeterminantenformel), 
§ 13, dann Anwendungen im Gebiete der Geometrie und zwar in § 15: 
Die Dreiecksfliche und das Tetraedervolum, in § 16: Produkte von 


Strecken, Dreiecken, Tetraedern, in § 17: Polygonometrische und polye- ._ 


drometrische Relationen. An die von Baltzer zu Ende seines § 16 
angezeigten Abhandlungen, insonderheit Frobenius, Anwendungen 
der Determinantentheorie auf die Geometrie des Maasses, Journ. f. Math. 
Bd. 79 (1875) [185--247] schliesst sich an Study, Uber Distanz- 
relationen, Zeitschr. f. Math. Jahrg. 27 (1882) [140—159]. 

Was die Geschichte der Determinanten betrifft, so méchte ich, 
die Bemerkungen des Herrn Verfassers ergiinzend, hier noch auf 
einen Aufsatz von C. I. Gerhardt aufmerksam machen, der unter 
dem Titel: Leibniz tiber die Determinanten sich findet in den Sitzungs- 
berichten der Akademie der Wiss. zu Berlin. Jahrg. 1891. I. [407—423] 
und auf das umfangreiche Unternehmen von Muir: The theory of 
determinants in the historical order of its development. Part 1. De- 
terminants in general, durchgefiihrt bis zum Jahre 1844 in einer 
Reihe von Aufsitzen in den Proceedings der Royal Society of Edin- 
burgh vol. 13, 14, 15, 16 (1886—1890), gesondert erschienen unter 
gleichem Titel London (Macmillan 1890). (Vergleiche Fortschr. d. 
Math. Bd. 22. 1890. S. 41.) 

Zum Schluss méchte ich den Leser bitten, im voraus die nach- 
stehend verzeichneten Zusatze und Berichtigungen des Textes zu be- 
achten, und auf die beiden anhangweise von mir gegebenen Verzeich- 
nisse aufmerksam machen, aus deren einem die benutzten oder ange- — 
fiihrten Quellen zu ersehen sind, wihrend das zweite dem Uberblick 
und theilweise der inneren Anordnung des Stoffes dienen will. 
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at ae Ee, Haein hat. Desactte danke ich 
lerren Professoren Beke, Engel, Gutzmer und Herrn ears 


einer i eveie: Herrn Prof. Engel insonderheit fiir seine Miihe- 
oe Leg i Teng der Korr ekturen, der he eee aber fiir 


Hermann Leitzmann. 


Berichtigungen und Zusitze. 


Als Zusatz zu S. 36 diene: Die Regel von Sarrus lautet urspriinglich wie 
folgt. Ist die Determinante der dritten Ordnung 


A, Ge Ns 
Me1 Mag Mes 


Us, As Ags 


vorgelegt, so bilde man durch Wiederholung der beiden ersten Spalten hinter 


der dritten das Schema: 
NO NC ee ae 


My, Ge Ns A, Ue 
Gs, Myo Ugg Ge, Mee 
As, Age Msg Ms, Age 


ae AT Ne 


wobei durch die Pfeile sechs schiefe Schnittlinien angedeutet sind. Man ver- 
binde die einer jeden zugehérenden Elemente unter einander durch Multiplika- 
tion und gebe den dadurch entstehenden sechs Gliedern das Zeichen + oder —, 
jenachdem die betreffende Schnittlinie von der Linken zur Rechten oder von der 
Rechten zur Linken geht. 

Die im Text gegebene Anweisung zur Bildung der sechs Glieder weicht_ 
nur im Ausdruck ab. 

8. 41 Zeile 8 lies J statt A. 

S. 55 Zeile 5 und 6 lies: der sich leicht auch auf den Fall nicht diago- 
naler Minoren ausdehnen lisst. 

8. 71 Zeile 7 von unten ist anzufiigen: = Cayley, Coll. math. pap. vol. 4. 
Cambridge 1891. §. 43 u. 53. 

S. 114 Zeile 8 und 9 lies: kniipfen auch zwei Arbeiten von Siacci an. 

8. 119 Zeile 3 lies: ferner statt nimlich. 

S 169 ff. Hier wird der Leser an mehreren Stellen leicht die Bezeichnung 
Komplement durch das Attribut algebraisch ergiinzen. 

8. 185 Zeile 10 fiige hinzu: (1868). — Ausserdem ist in diesem Literatur- 
bericht aus Versehen ausgefallen und an gehériger Stelle nachzutragen: 

v. Sztits, Zur Theorie der kubischen Determinanten. Math Ber. aus Ung. 
Bd. 8 (1890) [199—217]. 
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Verzeichniss der angefiihrten Zeitschriften. 


Amer. Journ. — American Journal of pure and applied mathematics. 
Ac. de Belg. Bull. — Bulletin de l’académie de Belgique. 
Ann. soc. sc. Brux. — Annales de la société scientifique de Bruxelles, 


Danske Forh. — Oversigt over det danske Videnskabernes Selskabs Forhandlinger. 


- Tidsskr. f. math. — Tidsskrift for mathematik (Tychsen). 


Ak. Berlin Abh. — Abhandlungen der Kgl. Preussischen Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin, 

Akad. Berlin Monatsber. od. Ber. — Monatsberichte, Sitzungsberichte der Aka- 
demie zu Berlin. 


_ Math. Mitth. Sitzber. Berlin — Mathematische und naturwissenschaftliche Mit- 


theilungen aus den Sitzungsberichten der Kgl. Preussischen Akademie der 
Wissenschaften zu Berlin. 

Ges. d. Wiss. Gottingen Abh. od. Nachr. — Abhandlungen, Nachrichten der 
Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen. 


Ges. d. Wiss. Leipzig. Ber. — Berichte tiber die Verhandlungen der Kgl. Siichsi- 


oe Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig. Mathematisch -physische 

lasse. 

Akad. Miinchen. Abh. — Abhandlungen der mathematisch-physikalischen Klasse 

_ der Kgl. Bayerischen Akademie der Wissenschaften. 

Phys. Med. Soc. Erlangen. Ber. — Sitzungsberichte der physikalisch-medicinischen 
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Abriss der geschichtlichen Entwicklung der Determinantenlehre. 


Erst um die Mitte des Jahrhunderts hat sich die Lehre von den 
Determinanten zu dem systematischen Gebilde eines Wissenschafts- 
zweiges verdichtet. Jedoch hatte auch sie, wie alle Lehrbegriffe, ihre 
entfernten Vorlaufer und ihre Entwicklung nahm einen langsamen 
Verlauf. 

Wie dies auch bei anderen Lehrgebieten begegnet, wie zum Beispiel 
die Variationsrechnung bekanntermassen bei Gelegenheit des beriihmten 
Problems der Brachistochrone ihre Entstehung fand, so begann auch 
die Beschiaftigung mit Determinanten aus Anlass einer bestimmten 
Aufgabe; und dies war die Elimination der Unbekannten aus linearen 
Gleichungen. 

Zuerst nahm Leibniz den Vortheil wahr, der sich bei der Eli- 
mination eines Systems von linearen Gleichungen dadurch gewinnen 
liess, dass man als Koeffizienten ,des nombres au lieu de lettres“, wie 
er selbst sich ausdrtickt, benutzte. Und er verstand hierunter im Grunde 
das Verfahren, Zahlen nicht als Gréssen, sondern als Indices zu 
verwenden, bei deren angemessener Vertauschung er voraus ahnte, 
von einem Glied der Eliminante zum anderen tibergehen zu kénnen. 
Aufzeichnungen von Leibniz, in denen er diese Gedanken angedeutet 
und benutzt hat, sind: ein Brief an seinen Freund L’Hospital vom 
28. April 1693, eine Mittheilung an ihn iiber die Methode der Tan- 
genten, Ende 1694, und eine Abhandlung in den Acta Eruditorum 
vom Jahre 1700 (Responsio ad Dn. Nic. Fatii Duillierii imputationes). 

Die Schriftsteller nach Leibniz, welche denselben Gedankengang 
befolgten, waren der Ordnung der Zeit nach: Cramer (Introduction 
a Vanalyse des lignes courbes algébriques, Genéve 1750), der die 
Regel zur Bildung des Ausdrucks der Wurzeln eines Systems linearer 
Gleichungen fand, Bezout (Recherches sur le degré des équa- 
tions résultantes de l’évanouissement des inconnues. Hist. de 
Vacadémie de Paris 1764), Laplace (Recherches sur le calcul inté- 
gral ete. Hist. de Pacad. de Paris 1772), der eine andere Bezeichnungs- 
welse anwandte, indem er nimlich einen Zahlenindex in der Hohe 


t 
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aur Linken jedes Buchstaben setzte, Vandermonde (Mémoire sur 


Pélimination, Hist. de acad. de Paris 1772), der noch eine weitere 
verschiedene Bezeichnung benutzte, die in ihrer Anwendung zu sym- 
bolischer Darstellung einer Determinante an die sogenannte ,umbral 


_ notation“ von Sylvester erinnert. 


Lagrange kam bei seinen Untersuchungen iiber die Rotations- 


_ bewegung eines Kérpers und iiber die Anziehung der Sphiroide (Mém. 


de Berlin 1773) auf gewisse Bildungen, die Determinanten dritter 
Ordnung sind. Es gelang ihm, einige grundlegende Eigenschaften 
derselben aufzudecken, der Art, wie wir sie jetzt von den sogenannten 
reziproken Determinanten aussprechen, und in denselben Gedanken- 


_ gang trat ein wenig spiter Gauss ein, indem er binare und terniire 


quadratische Formen und deren Transformationen behandelte. Die 


_ Diskriminante einer solchen Form wurde von Gauss ,,Determinante“ 


genannt und hier fand der Name seinen Ursprung, der danach in der 
Folge stets gebraucht worden ist. 

Aber Cauchy war der Ruhm vorbehalten, das Erbe seiner Vor- 
ganger zusammen zu fassen und einen so ansehnlichen Beitrag dazu 


zu liefern, dass er gewissermassen der wahre Begriinder der Deter- 


minantenlehre geworden ist. 

Ausgangspunkt fiir diesen mathematischen Genius war die Theorie 
der alternierenden Funktionen in einer Abhandlung vom Jahre 
1812 (Journal de l’école polytechnique, Cah. 17. 1815). In dieser 


_ Abhandlung stellte der Verfasser in allgemeiner Form alle grund- 


aor ieee 
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legenden Higenschaften der Determinanten m-ter Ordnung auf, die 
Regeln fiir die Entwicklung, die Higenschaften der Reziproken, die er 
Adjunkte nannte, die Anweisung fiir die Multiplikation zweier De- 
terminanten, und mehreres Andere. Indem er einem schon yon Gauss 
fiir besondere Falle gegebenen Beispiele folgte, begann er auch damit, 
die n? Elemente der Determinante in einer quadratischen Matrix an- 
zaordnen, doch benutzte er sehr viel dfter die Darstellung durch das 
andere Symbol S(-++ a, doy... Gnn)- 

Was jedoch die Regel fiir die Multiplikation anlangt, so haben wir 
zu bemerken, dass diese auf einem verschiedenen Wege gleichzeitig 
auch yon Binet gefunden worden war und veréffentlicht in einer 
Arbeit, die abgedruckt steht im vorausgehenden (16.) Heft des Journal 
de Vécole polytechnique. Deshalb wird diese Anweisung auch von 
Hinigen die Regel von Binet genannt. 

Die Lehre von den Determinanten war somit in ihren wesent- 
lichsten Punkten abschliessend begriindet, doch blieb sie noch 25 Jahre 
unbeachtet, bis 1841 die bertihmten Abhandlungen von Jacobi (Crelles 


Ll 
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Journal Bd. 22) erschienen: De formatione et proprietatibus 
determinantium und De determinantibus functionalibus, die 
die Aufmerksamkeit der Mathematiker wiederum auf die Wichtigkeit 
dieses Lehrbegriffs lenkten und auf die Vortheile, die sich mit seiner — 
Hilfe fiir andere Zweige der Analysis und der Geometrie erwarten 
liessen. Auf die Abhandlungen Jacobis folgten zwei andere Einzel- 
darstellungen, eine von Cayley (Transactions of the Cambridge Phil. 

Soc. vol. 8 (1849) Part I) und die andere von Spottiswoode (Crelles — 
Journal Bd. 51) und danach kamen zum Schluss systematische Schriften. 
Die erste vollstindige Bearbeitung dieser Art war die von Brioschi 
(Pavia 1854), der die von Baltzer (Leipzig 1857) und von Trudi 


(Napoli 1862) folgten. Von Baltzers Werke hat man noch vier weitere — 


Auflagen (1864, 1870, 1875, 1881) und eine Ubertragung ins Fran- 
zosische zu verzeichnen, von Brioschi eine franzésische und eine 
deutsche Ubersetzung. 

Von den neueren Schriften wollen wir anfiihren die von Studniéka 
(Prag 1871, 2. Aufl. 1899), von Hoiiel (Paris 1871), von Hesse 
(Leipzig 1872), von Délp (Darmstadt 1874), von Mansion (Hléments : 


Paris 1875, Introduction. Gand 1876, von beiden neueste deutsche : 


Ausgaben: Delpuie 1900 und 1899), von Giinther (2. Aufl, Erlangen 
1877), von Dostor (Paris 1877), von Scott (Cambridge 1880), yon — 
Muir (London 1882), von Gordan (1. Bd. der Morkesumgea tiber 
Invariantentheorie. Leipzig 1885). 

Das Buch von Giinther enthalt ausfiihrliche bibliographische An- 
zeigen fiir jeden Theil des Lehrgebietes und eine historische Ubersicht 
fibes seine Entwicklung. Diese Darstellung, sowie die schatzbaren 
Abhandlungen von Studniéka (Uber die Entwicklung des Determi-— 
dantenbégriffs: Prag 1876 und Aug. Cauchy als formaler Begriinder 


der Determinantentheorie, Prag 1876) sind zur Abfassung dieser — 


wenigen geschichtlichen Angaben benutzt worden. 


Allen A. Shaw 


Erster Theil. 


; Soe Grundlagen des Rechnens mit Determinanten. 


§ 1. Grundlegende Erklarungen. 


Ks sei » eine ganze, positive Zahl, und eine Anzahl von m? Gréssen 
gegeben. Die Buchstaben zur Bezeichnung dieser Gréssen sollen in 
dem Raum eines Quadrates vertheilt werden, indem man auf einer 
ersten Zeile » von ihnen anordnet, auf einer zweiten Zeile und zwar 
spaltenweise den vorausgehenden zugeordnet wiederum mn derselben 
und so fortfaihrt, bis man die n-te Zeile gebildet hat. 

4 Um in den weiteren Betrachtungen desto leichter und von éinem 

_ gewissen Ebenmaass begiinstigt vorwarts schreiten zu kénneén, erscheint 

es von Vortheil, die gedachten n*? gegebenen Gréssen auf eine be- 

: stimmte Weise darzustellen. Wir werden im Besonderen mit a,, die- 

i jenige unter ihnen bezeichnen, welche bei der Anordnung im qua- 
dratischen Schema die s-te Stelle auf der r-ten Zeile einzunehmen 
haben wird. 

Das Quadrat wird dann diese Gestaltung aufweisen: 


Settee 


Oy O19 cee Ain 
; a, Ugg -++ Aan 
Ant An2 +++ Ann 


egrr < 


Wir nennen die Gréssen a die Hlemente des Quadrates. 

Wir wollen nun von diesen Elementen » hervorheben, und zwar 
sollen sie der Art ausgewahlt sein, dass keinesfalls zwei von ihnen 
derselben Zeile oder derselben Spalte angehéren. Diese » Hlemente 
wollen wir zu einem Produkt verbinden. Priifen wir, auf wievielfach 
_yerschiedene Weise wir ein solches Produkt bilden kénnen. Erstlich 


leuchtet vor Allem ein, dass die » Zeilen simmtlich werden vertreten 
is 


Pascal, Determinanten. 
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sein, da man x Elemente zu wihlen hat und nicht zwei unter ihnen 
derselben Zeile angehéren diirfen. Mit anderen Worten: es wird 
unter den m Zeilen keine sein, der nicht eines und eben ein einziges 
von den ausgewihlten Elementen angehért; und dasselbe kann man 
fiir die » Spalten behaupten. 

Wir kénnen jetzt diese » Elemente in der Weise ordnen, dass 
das erste von ihnen ein der ersten Zeile angehériges Element ist, das — 
zweite der zweiten Zeile zugehért,... das n-te aus der n-ten Zeile — 
herriihrt. Es wird dann das Produkt der ausgewahlten m Elemente 

Ar, Cr, Go. 2 Anry, ae ‘ 
sein, wo (7,72 --- 1) eine Permutation der Zahlen 1,2, ... ” vor- 
stellt. Die Frage: Wie viele, von einander verschiedene, Pro- 
dukte dieser Art lassen sich bilden? entspricht genau der andern 
Frage: Wieviel Permutationen (rr, ... 7,) sind mit den Hle- 
menten der Zahlenreihe (1, 2, ... ») méglich? Bekanntlich wird 
diese Anzahl dargestellt durch nl und daraus lasst sich schliessen, dass 
man ”! Produkte der vorbezeichneten Art bilden kann. 

Man versehe nun jedes derartige Produkt mit einem Vorzeichen, ~ 
und zwar mit dem Zeichen + oder —, jenachdem die Permutation 
der Indices (7,7, ... 7%) eine gerade oder ungerade Permutation ist. 
Wie man aus der Lehre von den Kombinationen weiss, werden dann 
hier 4(m!) Produkte mit dem Zeichen + und eben soviele mit dem 
Zeichen — auftreten. 


Die algebraische Summe aller so gebildeten Produkte 
mit den ihnen zugehérigen Vorzeichen nennt man die Deter- 
minante der n? gegebenen Gréssen. 


Hiner durch Cayley eingefiihrten Bezeichnungsweise gemiss pflegt 
man die Determinante mit dem Symbol 


Gi eGis) on taelin 
Ae; Ags ee 6 Aon 
Any Ang -++ Ann 


darzustellen oder auch, Cauchy zufolge, durch: 
2 HE Fs Seg «Blan 


Man nennt die Zahl » die Ordnung der Determinante. 
Ks lasst sich leicht bemerken, dass alle Glieder der Determinante 
aus dem einen 
Gyy M99 ++ + Ann 
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hervorgehen, wenn man die ersten Indices unbertihrt lasst, die zweiten 
Indices auf jede mégliche Weise andert und dabei jedem Gliede das 
passende Vorzeichen nach der hiefiir aufgestellten Regel zutheilt. 

Die Gesammtheit der n? Elemente, wie sie in dem quadratischen 
Schema vertheilt sind, pflegt man eine quadratische Matrix zu 
nennen. 

Die Elemente, deren beide Indices einander gleich sind, wie 
G1, M9,... heissen gewohnlich die Hauptelemente, und die diagonale 
Gerade des Quadrats, welche der eingefiihrten Bezeichnungsweise zu- 
folge eben diese Elemente enthilt, pflegt man die Hauptdiagonale 
zu nennen. Die andere Diagonale des Quadrates fiihrt den Namen der 
zweiten Diagonale. 


7 RT 
11 Ue 
== U1 Ugg — Aqy Mo1 
Mo1 Age 
Py, Gs & 

11 Ug Us 
[ye | Ay Aa Mg3 — Ay Ugg Migg — Ayg Aa1 gg —F 

21 A29 Meg | = 

yy Ugg Ag - 43 Ay Ugg — Myg Ugg gy 

As, Aga Ogg 


§ 2. Verschiedene Bemerkungen tiber Determinanten und deren 
wesentliche Higenschaften. 


Wir gehen dazu iiber, einige Higenschaften der Determinanten 
darzulegen, die sich unmittelbar aus der begrifflichen Erklarung her- 
leiten lassen. 

1. Setzen wir eine Determinante voraus, in der séimmitliche Hle- 
mente, abgesehen von den der Hauptdiagonale angehérenden, Null sind: 


Ger Oex 20 
ORG... Ol LO 
OF 0, E .. Gian 


Der Werth solcher Determinante ist gleich dem Produkte der 
Elemente der Hauptdiagonale mit positivem Vorzeichen. 

Wenn dem entsprechend in einer Determinante alle Hlemente mit 
Ausnahme derer der zweiten Diagonale Null sind, so ist diese Deter- 
minante gleich dem Produkte aller in der zweiten Diagonale enthaltenen 
Elemente, multipliziert mit dem zur Potenz 4 (n—1) erhobenen 


Faktor (— 1). 
1* 
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Es wird naémlich dann die Determinante augenscheinlich auf das 
einzige Glied eingeschrankt: 


O1,n A2n—1 +++ Gn1- 


? 


Das Zeichen desselben wird nach der Anzahl der Inversionen bestimmt, 
welche in der Permutation 


(n,n —1,n—2... 1) 


enthalten sind. Dies sind genau $m (nm — 1). 

Ganz dieselben Ergebnisse gewinnt man, wenn in einer Determi- 
nante nur alle Elemente Null sind, die auf einer Seite der Haupt- 
diagonale oder der zweiten Diagonale sich befinden. 

Und so erhellt auch der Satz: 


Wenn in einer Determinante alle Elemente einer Reihe 
(Zeile oder Spalte) verschwinden, so ist die Determinante 
selbst Null. 


Denn jedes Glied der Determinante soll stets ein Element dieser 
Reihe als Faktor enthalten, folglich wird jedes beliebige Glied Null sein. 


2. Wir haben die Reechicdenea Faktoren jedes Gliedes der De- ~ 


terminante in der Weise angeordnet, dass ihre ersten Indices die Zahlen 


1, 2, ... in ihrer natiirlichen Folge darstellen. 
Das Vorzeichen, welches. dem Gliede dann zukommt, ist ein +- 
oder ein = jenachdem in der Permutation (7, 7, ...7,) der zweiten 


Indices eine gerade oder_ungerade Anzahl von Taversiogee ent: 
halten ist. 

Wir wollen nun annehmen, es werde die Anordnung der Faktoren 
eines Gliedes auf beliebige Weise verindert und man habe somit aus 
dem Gliede 

Ayr, Agr, «++ Anr, 
das Glied 
As, t Usyty «+ + Asn ty 


Ces ee CRS 5 
zwei Permutationen der Zahlen 1, 2, ... vorstellen. 

Bedenken wir, nach welcher Regel man das Zeichen dieses 
Gliedes, wenn. es in der letzteren Ausdrucksform auftritt, zu finden 
haben wird. 

Um von der ersten zur zweiten Form iiberzugehen, benutzen wir 
eine gewisse Substitution mit Bezug auf die Elemente a oder, was- 
damit iibereinkommt, wir wenden auf die ersten Indices eine Sub- — 
stitution an und eine ahnliche Substitution auf die zweiten Indices. 


erhalten, wobei: 
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Man kann nun jede Substitution auf eine gewisse Anzahl von 
Transpositionen (Vertauschungen zweier Elemente) zuriickfiihren, 
und jede Transposition lasst die Anzahl der Inversionen um eine 
ungerade Zahl sich andern. Wenn demnach die Substitution, die 


ich an den Elementen vornehmen will, m Transpositionen entspricht, 
so wird das folgende Verhalten ermichtlich: die Anzahl s der in der 


Permutation (s,s, ... 8,) enthaltenen Inversionen, vermindert um die 
Zahl der zur eeeratacien (1, 2,...%) gehérigen Inversionen (und 
diese letztere Zahl ist Null) setzt sich zu m Malen aus einer unge- 
raden Zahl zusammen; und so besteht auch die Differenz zwischen 
der Anzahl ¢ der Inversionen von (t, 4... t,) und derjenigen der 


(1%, % +--+ %n), namlich r, m mal aus einer ungeraden Zahl. Es wird also: 


s=m (2A - 1) 
t—r=m (2B-+ 1) 
und daraus folgt: 
s-+t¢t=—~r- (gerade Zahl) 
‘Also sind die in (7,7)... 7,) enthaltenen Inversionen gerade oder 
ungerade, jenachdem die Summe der Inversionen von (s, s ... S,) 
und (4, 4... ¢,) gerade oder ungerade ausfallt. 

Wir wollen daraus entnehmen, dass man, um das Zeichen unseres 
Gliedes unter der Form: 

Ms, t, Usyt, + +> As, tn 
festzustellen, nur zu beachten hat, ob die Summe der Inversionen 
gerade oder ungerade ist, die in der Permutation der ersten Indices 
und in derjenigen der zweiten vorkommen. 

Auf diese Weise erscheint die begriffliche Bestimmung der De- 
terminante nun unabhingig von der Anordnung, nach der man sich 
innerhalb jedes Gliedes die Faktoren vertheilt denken méchte, es wird 
damit jene einschrankende Voraussetzung bestimmter Folge der Faktoren 
wieder aufgehoben, welche wir um der grésseren Einfachheit und 
Deutlichkeit willen im vorigen Paragraphen unserer Darstellung auf- 
erlegt hatten. 

3. Wenn man in einer Determinante die Zeilen mit den 
Spalten vertauscht, oder mit andern Worten, wenn man in 
der ersten Spalte die Elemente anordnet, die die erste Zeile © 
bildeten, in der zweiten Spalte die Elemente der zweiten 
Zeile und so weiter, erhilt man eine neue und der urspriing- 
lichen gleichwerthige Determinante. 


Denn, nehmen wir 
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Ayr, Mar, »-+ Inry 


als ein Glied der urspriinglichen Determinante an, so ist dies augen- 
fallig, abgesehen vom Vorzeichen, auch ein Glied der neuen Deter- 
minante. Nur stellen jetzt, wenn man die a als Hlemente der neuen 
Determinante betrachtet, die ersten Indices nicht mehr die Ordnungs- 
zahl der Zeile vor, welcher das einzelne Element zugehért, sondern 
der Spalte und ebenso wird der zweite Index im Gegensatz gegen 
die friihere Auffassung des Gliedes die Ordnungszahl der Zeile sein. 
Das oben bezeichnete Glied, zugehdrig gedacht zur Entwicklung der 
zweiten Determinante, wird das Zeichen + oder — erhalten miissen, 
jenachdem die Summe der Inversionen, die in den beiden Permuta- 
tionen der ersten und der zweiten Indices vorkommen, gerade oder 
ungerade ist. Nun ist offenbar diese Zahl dieselbe, wie die der In- 
versionen innerhalb der Permutation (7, 7, ...1n) allein, und daher ist _ 
das Zeichen, womit man dies Glied als der zweiten Determinante an- 
gehérig zu versehen hat, ganz dasselbe, mit dem man es auch als Glied 
der urspriinglichen Determinante auszuzeichnen hatte. 


Da man die nimliche Betrachtung bei jedem einzelnen Gliede ~ 


wiederholen kann, so erscheint die Richtigkeit der Behauptung ein- 
leuchtend. 


4, Wenn man in einer Determinante zwei parallele Reihen - 
mit einander vertauscht, so erhalt man eine neue Deter- 
minante, die der ursprtinglichen gleich und im Zeichen ent- 
gegengesetzt ist. 


Offenbar ist, abgesehen vom Zeichen, ein Glied der urspriinglichen 
Determinante auch ein Glied der neuen und umgekehrt. 
Zudem, wenn 


a.b.c.d. 
ein Glied der Determinante vorstellt, und die Indices der Stellen, 
welche a, b,c... in der alten Determinante einnahmen, beziehungsweise 
1% 
53 1s 
Sn Yn 


sind, so werden die Indices, die den Hlementen desselben Gliedes 
innerhalb der neuen Determinante zukommen, in ihrer Gesammtheit — 
durchaus dieselben sein, aber wohl zu bemerken ist, dass unter ihnen 
ein Wechsel eintrat zweier s oder zweier 7, jenachdem wir zwei Zeilen 


? 
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oder zwei Spalten mit einander vertauscht haben. Daher wird die 


-Summe der Zahlen, welche die in beiden Permutationen, der s und 


der 7, bestehenden Inversionen angeben, um eine ungerade Zahl ver- 
mehrt oder vermindert sein, und darum hat man in der neuen De- 
terminante demselben Gliede das entgegengesetzte Zeichen zuzutheilen 


wie in der ersten. 


5. Aus dem vorangehenden Lehrsatze leitet man leicht diesen 
weiteren ab: 

Wenn in einer Determinante zwei parallele Reihen 
identisch tibereinstimmen, so ist die Determinante Null. 


Wirklich wird ja die Determinante D, wenn man die beiden 
Reihen unter einander vertauscht, ihr Zeichen wechseln miissen, aus 
D wird — D werden. Aber andrerseits bleibt die Determinante die- 


_selbe wie zuerst, da doch die beiden Reihen iibereinstimmen. In Folge 


dessen ist D = —D und mithin D = 0. 


6. Wenn die Elemente einer Reihe mit ein und derselben 
Zahl k multipliziert werden, so erscheint die ganze Deter- 
minante mit k multipliziert. 

Es wird namlich hiebei jedes Glied der Entwicklung, da es stets 
eines und nur eines der Elemente jener Reihe enthalt, mit & multi- 
pliziert sein. 

7. Hine Determinante wird nicht geaindert, wenn man 
das Zeichen bei allen den Hlementen wechselt, welche un- 


gerade Stellen inne haben. Wir verstehen hier unter un- 


geraden Stellen diejenigen, bei denen die Summe der Indices 
eine ungerade Zahl ist. 

Gedachtes Verfahren ist doch in Wirklichkeit gleichbedeutend 
damit, die 2-te, 4-te,... Zeile und iiberdies auch die 2-te, 4-te,... 
Spalte mit (— 1) zu multiplizieren. So zum Beispiel wtirde werden: 


a, bo, G& De 0) C, | 
Ay b, Cy = — A b, — Cy 
| a3 Ds Cg a, — by C3 


Dem entsprechend und noch allgemeiner gilt der Satz: 


Hine Determinante andert sich nicht, wenn jedes ik mit 
pi-* multipliziert wird, wobei man unter p eine beliebige 
Zahl versteht. 


8. Eine Determinante ist Null, wenn die Elemente einer 
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Reihe die gleichen Vielfachen der Elemente einer parallelen 
Reihe sind. 


Sind namlich die Elemente einer Reihe gleich denjenigen einer 
andern, wenn diese mit k multipliziert gedacht werden, so erhilt man, 
wenn man die Elemente dieser letzteren Reihe mit /& multipliziert, 
eine Determinante mit zwei parallelen, identischen Reihen, die dem- 
zufolge Null ist. Inzwischen ist solche, durch Multiplikation abge- 
leitete Determinante, gerade der urspriinglichen und mit & multipli- — 
zierten Determinante gleich. 

9. Wir wollen voraussetzen, dass die Elemente einer Reihe zu- 
sammengesetzte Ausdriicke von gleicher Gliederzahl sind. Es sei also 
eine Determinante von folgender Gestalt gegeben: 


Oy by ae Gy Ep Mg ein 
ox 1 Pos TF Ga Ty Maas vty Aan 


iy aipag fied ies And, *** 5 Ann 


In jedem Gliede der Entwicklung wird sich hier immer als Faktor 
ein Element der ersten Spalte finden; das heisst, ein Glied der Ent- 
wicklung wird im Allgemeinen die Form haben: 


(air + bi + Gia + + )A 
und dabei A ein Produkt yon (n — 1) Elementen vorstellen, die aus 
den tibrigen Spalten ausgewahlt sind und den iibrigen Zeilen (ausge- 
schlossen bleibt die 7-te Zeile sowie die erste Spalte). 
Nun ist dies Glied: 
aj1A + bist A + Ci1A + Ba 


und die Determinante wird sein: 
atmA+ StbdA+-:: 


wobei das Zeichen jedes Gliedes nach der gewodhnlichen Regel be- — 
stimmt wird. Der erste Theil des betreffenden Ausdruckes ist nichts — 
andres, als die gegebene Determinante fiir den Fall, dass an Stelle 
der Elemente der ersten Spalte einzig die: 


Ay, M1 ++ * Ant 


belassen sind; der zweite Theil dem entsprechend fiihrt uns auf die 
gegebene Determinante zuriick, nur dass in dieser an Stelle der 
Elemente der ersten Spalte die: 


by Dex a Dn4 


i 
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eingesetzt werden, und so des Weiteren. Wir kénnen schliessen, dass 


die vorgelegte Deomaants der Summe einer gewissen Anzahl von 


Determinanten gleich ist, die alle aus der gegebenen in der angezeigten — 
Weise zu bilden sind. 1 


Hine Determinante, in der die Elemente einer Reihe 
zusammengesetzte Ausdriicke sind, ist gleich einer Summe 
von Determinanten, bei welchen jene Elemente einfache sind. 


Sind die Elemente der betreffenden Reihe aus r Gliedern zusammen- 
gesetzt, so werden gemiiss dem geschilderten Verfahren der Zerlegung 


-y Theildeterminanten entstehen. Diese werden in den tibrigen Reihen 


ce - 


ein Sy te 


+ 2 peepee 


ny Aaa we 


véllig mit der gegebenen Determinante tibereinstimmen, der Reihe 
der r-ghedrigen Elemente dort wird aber jede von ihnen noch eine 
Reihe mit gleichstelligen Gliedern der gedachten Elemente ent- 
lehnen. 

Wenn wir nun annehmen, dass in der vorgelegten Determinante 
auch die Hlemente der anderen Reihen (Zeilen oder Spalten) viel- 
gliedrige Ausdriicke ‘sind, so wird man durch Wiederholung desselben 
Verfahrens mit Bezug auf jede der schon erhaltenen Theildeterminanten 
schliesslich auf eine Summe von Determinanten gefiihrt werden, in 
denen nur eingliedrige Elemente vorkommen. Dabei wird erforderlich, 


alle die ersten, zweiten... Glieder der Elemente etwa der ersten 
Spalte auf alle médglichen Arten mit denjenigen in der zweiten, 
dritten... Spalte zu verbinden. Ist jedes Hlement ein zusammen- 


gesetzter Ausdruck in r Gliedern, so wird man im Ganzen aus der 
urspriinglichen Determinante n-ter Ordnung r” Theildeterminanten mit 
einfachen Elementen erhalten. 

Zum Beispiel diene: 


at+ta,b+0 
et¢,dt+d -|¢ 


Es ist von Vortheil, zu beachten, dass, wenn einige Elemente 
nicht gerade r-gliedrige Polynome ad sondern aus einer geringeren 
Zahl von Gliedern bestehen, um dann doch denselben Satz anwenden 
zu kénnen, man sie als r- gliedsige betrachten darf, indem man nur 
die Erforderliche Anzahl yon Gliedern mit Null erenez. Man erhilt 
dann Theildeterminanten, bei denen einzelne Elemente Null sind. 


a, b a, b’ 


Le {A 
ey ae 


10. Eine Determinante indert sich nicht, wenn man den 
Elementen einer Reihe diejenigen einer parallelen Reihe, 
multipliziert mit einer beliebigen Zahl, hinzufiigt. 
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Wir bilden im besonderen Falle aus der Determinante: 


Og Og oe Ge 

Me, Ugg °° * Aan 

Ont An2°*** Ann 

diese andere: 
Ay, + hay, yg, +> * Gn 
oy + hd, Ag, *** Aon 
' 

Aint + kane, On? 7° Ann 


Wenn wir nach dem vorausgehenden Lehrsatz bei dieser letzten 
Determinante die Zerlegung der binomischen Elemente der ersten 
Spalte vornehmen, so erscheint die urspriingliche Determinante wieder 
und dazu tritt eine andre Determinante, in welcher die Elemente der 
ersten Spalte gleich sind denen der ae multipliziert mit k, ae 
die darum Null ist. 


11. Wenn in einer Determinante die Elemente einer 
Reihe die namlichen linearen Verbindungen der Elemente 
paralleler Reihen darstellen, so ist die Determinante Null. 


Wenn in der Determinante: 


sich findet: 
= hay + hay + lay +--- 
= May + ht bh Mag +.-. 


Ani = ee + jai oe ie + ae 


so wird nach der Zerlegung in die entsprechende Anzahl Determi- 
nanten mit eingliedrigen Elementen eine jede von diesen als ver- 
schwindend sich herausstellen, weil sie in einer Reihe Elemente ent- 
halten wird, welche die ploichen Vielfachen zu denen einer parallelen 
Reihe sind. 

Auch die Umkehrung dieses Lehrsatzes ist giltig, wie bei einer 
anderen Gelegenheit gezeigt werden soll. (Im § 55.) 
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§ 3. Unterdeterminanten oder Minoren. 


Nach Darstellung einiger grundlegender Higenschaften, die sich 
unmittelbar aus der begrifflichen Erklarung der Determinante ergeben, 
liegt es uns ob, die Mittel in Erwigung zu nehmen, mit denen man 


in noch einfacherer Weise eine Determinante berechnen kann. 


Wir werden uns dabei durch den Gedanken leiten lassen, die 


' Berechnung einer Determinante von gewisser Ordnung n auf die Be- 


rechnung anderer Determinanten niedrigerer Ordnung zuriickzufiihren. 

Wir haben aus diesem Grunde die Lehre von den sogenannten 
Unterdeterminanten vorauszuschicken. 

Denken wir uns eine Determinante der Ordnung n vorgelegt. In ihr 
wollen wir m nach Belieben gewihlte Zeilen und desgleichen m Spalten 
unterdriicken. Hs bleibt dann eine Determinante von der Ordnung 
(n—m) iibrig; diese Determinante heisst in Riicksicht auf die gegebene 
ein Minor von der Ordnung (nm —m), oder eine Unterdetermi- 
nante, auch Partialdeterminante, oder endlich abgeleitete De- 
terminante. 

Wenn nun ein System von n? Elementen im quadratischen Schema | 
geordnet vorliegt, so ist es angezeigt, neben der einen Determinante, 
die aus allen Elementen gebildet ist, auch diese sammtlichen Unter- 
determinanten zu betrachten, welche man mit einem Theil jener 
Elemente herstellen kann, indem man diese in der ihnen zugewiesenen 
Ordnung und Vertheilung belisst. 

Erhalt der Minor zu Elementen seiner Hauptdiagonale solche 
Elemente, die der Hauptdiagonale der gegebenen Determinante ange- 
héren, so heisst er Hauptminor oder Diagonalminor. 

Wir wollen damit beginnen, zu priifen, wieviel Unterdeterminanten 
von einer gegebenen Ordnung sich vorfinden. 

Es leuchtet ein, dass es von der Ordnung (n — 1) nur soviel 
giebt, als Elemente vorhanden sind, naimlich n*. Hs lisst sich ja eine 
Zeile auf n-fach verschiedene Weise unterdriicken, da es gerade » Zeilen 
giebt, und ebenso kann man auf m verschiedene Weisen die Tilgung 
einer Spalte vornehmen; jedesmal erhalt man einen anderen Minor. 
Daher giebt es x. =n” Minoren der Ordnung (n — 1). 

Durch eine entsprechende Uberlegung stellen wir fest, dass man 


m Zeilen auf 
) 
m 


yerschiedene Arten unterdriicken kann, wobei mit dieser Klammer- 
bezeichnung der Binomialkoeffizient gemeint ist: 
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(7) nea p ent an 
m) Lie Oo een ie 


Das Nimliche gilt fiir den Fall der Tilgung von m Spalten. Wir 
finden somit die Anzahl der Unterdeterminanten von der Ordnung 
(m — m), nimlich: 


Wir werden nun leicht die Zahl der Hauptminoren von ge- 
gebener Ordnung bestimmen. Um solchen Hauptminor von der Ord- 
nung m zu bekommen, braucht man nur (mn — m) Paare von Zeilen 
und Spalten, die sich auf der Hauptdiagonale treffen, zu unterdriicken, 
und dies kann geschehen auf 

n 
(m) 


_verschiedene Weisen. Also sind gerade in dieser Anzahl Haupt- 
minoren der Ordnung m vorhanden. 

Wir werden sagen, ein Minor sei von gerader oder ungerader 
Klasse, jenachdem die Summe der Ordnungszahlen gerade ist oder 
ungerade, welche den Zeilen und den Spalten entsprechen, die diesen 
Minor bilden. 


So bleibt, wenn wir in der Determinante: 
Gy, Ayg Ag Ag 
Ay, Ag, M3 Agy 
M31 Asa Asg Azy 
Dy, Ugg Ugg Uy 


die 2-te und 3-te Zeile und die 2-te und 4-te Spalte tilgen, der Minor 
2-ter Ordnung zuriick: 
A, Ag 


yy Ong 
Derselbe ist aus Elementen der Spalten 1, 3 und der Zeilen 1, 4 


gebildet; die Summe dieser vier Zahlen ist 9; also ist dies ein Minor 
von ungerader Klasse. 


Im Gegentheil ist der andere Minor gleicherweise 2-ter Ordnung 


Ay, My 


Gig, O 
41 "42 
von gerader Klasse. 


Die m Zeilen und m Spalten, die wir in einer Determinante 
unterdriicken, schneiden sich in m? Elementen dieser Determinante, 
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und diese bilden ihrerseits wiederum eine Determinante, welche eben- 
falls em Minor der gegebenen Determinante sein wird; denn man 
wird ja auch sie darstellen kénnen, indem man die Zeilen und Spalten, 
die vorhin unterdriickt worden waren, bestehen lisst und im Gegen- 
theil diejenigen Zeilen und Spalten tilgt, die zuerst tibrig gelassen 


waren. Dieser Minor ist von der m-ten Ordnung. Er enthilt Ele- 


mente, welche in dem andern Minor, den wir vorher betrachteten, 
nicht auftraten. Mit Vortheil widmet man solchen Paaren von Minoren 
eine gemeinsame Untersuchung, man nennt dabei den einen kom- 
plementir zum andern oder sein Komplement. 

Zum Beispiel sind die komplementiiren Minoren zu den zwei kurz 


- -vorher verzeichneten beziehungsweise: 


6 Ste rTr- peter. 


Ag9 Aog 
Azo Ms4 


und 
M33 Cog 


sz gy 

Vor Allem leuchtet zunachst ein, dass die Summe der Ord- 
nungen zweier Minoren, wovon der eine komplementiir zum andern, 
stets gleich m ist. 

Ausserdem werden wir von den Zahlen, durch die der Klassen- 
charakter zweier komplementiren Minoren bestimmt wird, leicht nach- 
weisen kénnen, dass entweder beide gerade oder beide ungerade sind. 

Denn addiert man die Ordnungszahlen der Zeilen und der Spalten, 
die in dem einen und dem andern Minor vorkommen, so wird man, 
da ja in der Gesammtheit der beiden Minoren alle Zeilen und alle 
Spalten und zwar jede ein einziges Mal dargestellt sind, immer als 
Hrgebniss erhalten: 


21+ 243+ --- +n) 


das heisst, eine gerade Zahl, und somit wird unsere Behauptung 


_ erwiesen. 


PO Rt Gs, ea epi fini i 704 


Pe 


Es ist von Nutzen, folgende Bezeichnung einzuftihren. Bei ge- 
gebenem Minor haben wir erklairt, was unter dem zu ihm kom- 
plementaren (dem Komplemente) verstanden werden soll; betrachten 
wir den letzteren aber mit einem Vorzeichen versehen und zwar als 
positiv oder negativ, jenachdem er von gerader oder ungerader Klasse 
ist, dann wollen wir ihn adjungiert nennen oder das algebraische 
Komplement des gegebenen Minors. 
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§ 4. Entwicklung einer Determinante nach Determinanten niedrigerer 
Ordnung. 


Heben wir einen Minor einer gegebenen Determinante und sei 
algebraisches Komplement hervor. 
Wir wollen das Produkt der beiden so erhaltenen Unterdeter- 
minanten bilden. ; 
Der eine Minor (von der Ordnung » — m) wird, wenn er gemass 
unserer Erklarung der Determinante entwickelt ist, ( — m)! Glieder 
begreifen und der andere (von der Ordnung m) m! Glieder. In dem 
Produkte der beiden werden also 
(n — m)! m! 
Glieder enthalten sein. ' 
Wir werden zeigen, dass jedes dieser Glieder mit demselben Vor- 
zeichen, wie wir es behufs seiner Einfiihrung in die Rechnung hier 
festgesetzt hatten, auch in der Entwicklung der vorgelegten Determi- 
nante erscheint. 
Nehmen wir an, der Minor von der Ordnung m sei gebildet aus 
den Zeilen mit Ordnungszahlen 
S, Sy ** Sin 
und aus den Spalten, deren Ordnungszahlen 
VY; Yo ry er Ym » 
wobei man nach den Erklirungen des vorigen Paragraphen (siehe S. 11) 
weiss, dass: 
Sy 85 ae Ny < Sn 
TT ss eS Tn 
Der komplementiire Minor wird aus Hlementen zusammengesetzt 
sein, die den Zeilen und Spalten entnommen sind, deren Ordnungs- 
zahlen unter den Zahlen (s) und (7) nicht auftreten. 
Mégen beziehungsweise und in richtiger Folge die Zahlenreihen: 
ie <a $5: rye << eens 
3 < rs CRS nom 
die Ordnungszahlen der Zeilen und Spalten des komplementiaren Minors 
der Ordnung (n — m) vorstellen. 
Die Zahlen (s) und (s’) bilden zusammen genommen eine Per- 
mutation der Zahlen 1, 2,---, desgleichen die Zahlen (r), (1’). 


Hin Glied des Produktes der beiden Minoren wird augenschein- 
lich ein Produkt von » Elementen der gegebenen Determinante und, 
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_ weil unter diesen, in ihm vereinten Elementen nicht zwei derselben 

Spalte oder Zeile angehéren, wird es zugleich, abgesehen noch vom 
_ Vorzeichen, ein Glied der Entwicklung der gegebenen Determinante 
sein. Hin solches Glied wird im Allgemeinen die Form haben: 


As, oy Ass Qn ce Cee >< Ay! oy! sq! Qa! Bb ia De @n—m 


wobei unter (0; 0, -*- @m) eine Permutation der Zahlen 1, 7, +--+ 7m 
za verstehen ist und unter (Q,' 9: --- @%—m) eine Permutation der 
Zahlen 7,’ ry +++ %,—m. VWorausgesetzt, die Permutation (9, @, --- Qm) 
enthalte g Inversionen und die andere (@,' 9,’ +--+ @,—m) deren 9’, so 
wird das Zeichen jenes Gliedes insoweit iibereinstimmen mit dem 
Zeichen von 
(— 1pte 
und weiterhin wird das endgiltige Zeichen jenes Gliedes demjenigen von 
(— Pere eas 20S Seta ire I OS et 


gleichkommen, wenn wir namlich an die Ubereinkunft denken, nach 
der wir das Vorzeichen des Produktes zweier Minoren umkehren 
wollten, falls diese Minoren der ungeraden Klasse angehéren, das heisst 
hier im Besonderen, wenn 


Seeeerginn scissor 
eine ungerade Zahl ist. 

Wir wollen nun andrerseits priifen, welches Zeichen fiir dies Glied 
zu wahlen sein wird, wenn man es als zugehérig zur Kntwicklung 
der gegebenen Determinante betrachtet. 

Sein Zeichen wird von der Anzahl der Inversionen abhingig sein, 
die sich finden in den Permutationen: 


(s, cheered) Eh cM Se As ney) 
(01 2 °° Qm Or Ox *** On—m) 


Es bilden nun die (s) und desgleichen die (s’) unter einander 
keine Inversionen, da sie ja in aufsteigender Folge geordnet sind. 
Dagegen kénnen die (s) Inversionen mit den (s’) bilden. Die Zahl 
dieser Inversionen kann man in folgender Weise berechnen: s, wird 
in Inversion stehen zu den (s, — 1) Kleineren Zahlen und da doch 
Sy +++ Sm Simmtlich grésser sind als s,, so werden sich die betreffenden 
Zahlen allein unter den s’ vorfinden. Ebenso wird s, mit (s, — 1) 
kleineren Zahlen Inversion bilden, doch da s, schon eine von diesen 
ist, so werden ihrer unter den s nur noch (s, — 2) bleiben. Und 


* 


— 
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faihrt man so fort, so erhalt man endlich die Zahl der Inversionen, 3 


welche zwischen den s und den s’ bestehen, dargestellt, durch: 
$,—1-++ 5, —2-}- 8, —3 + +++ 8m — = 84-7 Sy + 3n—s m+ 1) 


Wir wollen jetzt die Inversionen innerhalb der Zahlreihe (@) (9’) 
untersuchen. Das sind erstens solche, die dem Theil (@) angehdéren, — 
und deren Zahl wir im Vorangehenden mit @ bezeichnet haben; dann 
die, welche die (0) mit einander bilden, der Zahl nach 9’; endlich sind — 
es solche; die zwischen den (@) und den (0) bestehen. 

Die ‘etzteren kann man berechnen, wenn man bemerkt, dass ihre 
Zahl sich bei beliebiger Vertauschitig der @ unter einander nicht 
indert, und so zum Beispiel, wenn man diese der Grésse nach in 
aufsteigender Reihe ordnet. Danach bestimmt man ihre Anzahl mit 
Hilfe derselben Betrachtung, die zuletzt noch beziiglich der s ange- 
stellt wurde, und man findet dafiir: 


1 
Of Os FO On oe 
Also wird das gesuchte Vorzeichen dasjenige von: 
es {ete tate timbet tem 


indem man beachtet, dass m(m-+ 1) sicher eine gerade Zahl ist. 
Da nun 


Or FE Ga Sb Om = 7, ee 


weil die @ dieselben Zahlen sind, wie die 7, und nur in verschiedener 
Ordnung, erfahrt man schliesslich, dass das Zeichen, welches man. 
dem Gliede 


Gye °° * Uso Uaor’ °° * Uy an Cin m 


in der Entwicklung der gegebenen Determinante beizulegen hat, das 
nimliche ist, womit dieses Glied, nach geschehener Ubereinkunft » in 
dem Pr edukte der beiden Fomplestentireh | Unterdeterminanten erscheint. 

Hiermit ist erwiesen, dass ein solches Produkt mit dem 
Zeichen + oder — versehen, jenachdem die Unterdetermi- 
nanten gerader oder ungerader Klasse sind, einen Theil der 
gegebenen Determinante darstellt. , 

Wir betrachten nun m Zeilen oder m Spalten. Die Zahl der 
Unterdeterminanten von der Ordnung m, die in diesen Zeilen oder 
Spalten enthalten sind, betragt offenbar: 


oe 


remerem Ar % 


woe 


Pa 
¥ 
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Multiplizieren wir jede von ihnen mit der zu ihr gehérigen 
komplementiiren Unterdeterminante und geben dem Produkte nach 


der gewohnten Regel das Zeichen + oder —, so erhalten wir im 
~ Ganzen 


% 
) (n — m)! m! = n! 


Glieder, lauter unter einander verschiedene, da ja zwei in den m aus- 
gewihlten Zeilen enthaltene Minoren stets wenigstens in einer Spalte 
sich yon einander unterscheiden. Indessen gehéren alle diese Glieder, 
wie vorher nachgewiesen, der gegebenen Determinante an, und diese 
andrerseits hat nur »! Glieder und nicht mehr. Demnach kénnen wir 
schliessen, dass wir auf solche Art sAémmtliche Glieder der vor 
gelegten Determinante erhalten. 
Wir sagen deshalb: 


Hine Determinante ist gleich der Summe der Produkte 
ihrer Minoren, enthalten in m Zeilen oder Spalten (wobei m 


beliebig), in deren komplementire Minoren, wenn man jedem 


Produkte das Zeichen + oder — giebt, jenachdem die Mi- 
noren, die man multipliziert, von gerader oder ungerader 
Klasse sind. 


Kiirzer noch nach der vorher eingefiihrten Bezeichnungsweise: 


Eine Determinante ist gleich der Summe der Produkte 
ihrer Minoren, enthalten in m Reihen, in deren algebraische 


Komplemente. 


Dieser Zerlegungssatz fiir Determinanten (Laplacescher Satz) 
wird in § 9 in erweiterter Fassung uns wiederum beschiftigen. 

Setzen wir im Besondern m= 1, so fiihren wir die Betrachtung 
auf alle in einer einzigen Reihe enthaltenen Minoren zuriick. Solche 
Minoren sind die Hlemente selbst und ihre Klasse wird festgestellt, 
wenn man die Indices addiert, die die Stelle des betreffenden Hle- 
mentes anzeigen. 

Wir gewinnen daher den Satz: 


Eine Determinante ist gleich der algebraischen Summe 
der Produkte, in denen die Hlemente einer Zeile oder 
Spalte mit den zugehérigen algebraischen Komplementen 


-verbunden sind. 


Pascal, Determinanten. 2 
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§ 5. Higenschaften der Minoren einer Determinante. 


Bemerkenswerth ist der folgende Lehrsatz tiber Minoren einer 
Determinante. 

Wir haben gezeigt, dass die Summe der Produkte der Elemente 
einer Zeile (oder Spalte) in ihre entsprechenden algebraischen Kom- 
plemente gleich der gegebenen Determinante ist. Nennt man die 
Determinante D und 

Gri Up2-** Arn 
die Elemente einer Zeile, sowie 
A,4 A,» 5 denial Ar 


ihre algebraischen Komplemente, so erhalt man die Beziehung: 
Ari Ay + Arg Ape + ee “be Onn tipg — ga, 


Wir wollen nun eine weitere, zu der eben bezeichneten parallele 
Zeile, namlich 
Ms1 Aso °° * Asn 
hervorheben. Es sei also s verschieden von 7. Dazu gehéren die 
entsprechenden algebraischen Komplemente: 


Ag, Ags ee Asn 
Hs lasst sich leicht zeigen, dass: 


A,1Ags1 + aa ai Gir Age = 0 


Die linke Seite dieser Gleichung kann man namlich als Ent- 
wicklung einer Determinante auffassen, die man aus der vorgelegten 
Determinante erhilt, wenn man darin die s-te Zeile tilgt und dafiir 
die Elemente der v-ten Zeile einsetzt; man bekommt alsdann die Ent- 
wicklung einer Determinante, die identisch Null ist, weil sie zwei 
parallele iibereinstimmende Zeilen besitzt. 

Wir kénnen demnach den Satz aussprechen: 


Die Summe der Produkte der Elemente einer Zeile (Reihe) 
in die algebraischen Komplemente der entsprechenden Ele- 
mente einer parallelen Zeile (Reihe) ist Null. 


Dieser Lehrsatz laisst sich in gehériger Verallgemeinerung fiir die 
Summe der Produkte von Minoren aufstellen. 

Nehmen wir in Betracht m parallele Zeilen, die in ihnen ent- 
haltenen Minoren und die zugehérigen algebraischen Komplemente. 
Daneben heben wir ein andres System von m Zeilen hervor gleicher 
Richtung mit jenen, ein von dem ersteren System verschiedenes, das 
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also wenigstens eine Zeile enthilt, die in dem andern nicht vor- 
kommt. Die in diesen neuen m Zeilen enthaltenen Minoren kann man 
za den Minoren der m erstgewahlten Zeilen in eine eindeutige Be- 
ziehung setzen, indem man diejenigen Minoren als entsprechende be- 
trachtet, die von denselben Spalten gebildet werden. Man kann nun 
zeigen, dass hier der Satz gilt: 


Die Summe der Produkte der in m Zeilen (Reihen) ent- 
haltenen Minoren in die algebraischen Komplemente der 
entsprechenden Minoren, die in m anderen parallelen Zeilen 
(Reihen) enthalten sind, ist Null. 


Wir machen die Annahme, wir hatten es im Besonderen mit den 
Minoren zu thun, welche in den m Zeilen der Ordnungszahlen 


; Me eS enumlae 
vorkommen, und weiterhin sei das zweite System aus m Zeilen auf- 
gestellt gemiss den Ordnungszahlen: 


Dive) Vin 
wobei einige der (v) auch mit einigen der (uw) itibereinstimmen 
konnen. Bezeichnen wir durch M, M,... die in den Zeilen pu, --- Um 
enthaltenen Minoren und durch MM,’ M,’--- deren algebraische Kom- 


plemente, so wird der Werth der Determinante 
3 MM + MH, My + 
gleichkommen. 


Benennen wir andrerseits die in den Zeilen v,---v,, enthaltenen 
Minoren mit N, N,---, so bedeutet der Ausdruck: 


N, M,' + N, M,’ + - 


nichts andres als den Werth einer Determinante, die aus der gegebenen 
hervorgehen wiirde nach Tilgung der Zeilen w,--- um, wenn an deren 
Stelle Zeilen eingesetzt werden, die in ihren Elementen mit denjenigen 
der Ordnungszahlen v,---v,, tibereinstimmen. Hine solche Determi- 
nante wird dann nothwendig wenigstens zwei gleiche parallele Zeilen 
aufweisen, da ja die beiden Systeme von je m Zeilen wenigstens 
in einer Zeile sich unterscheiden. Demnach hat sie den Werth 
Null und in Folge dessen wird auch der Ausdruck: 


NM N, M, t+ 


wie wir es beweisen wollten, verschwinden. 
Hine weitere Higenschaft der Minoren wird im Folgenden be- 


sprochen. 
2 * 
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Wir wollen mit A,, das algebraische Komplement eines EHle- 
mentes a,, bezeichnen. Es soll also in dem Symbol A,, das ge- 
dachtem Minor zugehérige Zeichen eingeschlossen verstanden werden. 

Nun gilt der Satz: 


Ist die Determinante gleich Null, so werden die alge- — 
braischen Komplemente der Elemente einer Zeile (oder 
Spalte) proportional sein denen der Elemente einer be- 
liebigen andern parallelen Zeile (oder Spalte). 


Es spricht sich dies in der Formel aus: 


Ars A,» ely Are 


Ase Ags Aga 


Das algebraische Komplement A,; lafst sich auf folgende Weise 
schreiben: . 


A, Ay. Ain 
As4 O29 Aan 
y: Op 7 Gy — 13 Ay —1,n 
Ary —— ; : 
1 (9) enepen iG) 
Or 4+-1,1 Grt+1,2 °° * Artin 
Ant An2 ss Ann 


und ist eine Determinante, die aus der gegebenen hervorgeht, wenn 
man dort die v-te Zeile unterdriickt und an deren Stelle eine Zeile 
einsetzt, die mit den Hlementen 


ihe Fars 
gebildet ist. 

Wenn wir eine beliebige Spalte mit A,, multiplizieren, erhalten — 
wir das Produkt A,;A,,. Nehmen wir andrerseits an, die k-te Spalte 
werde mit A,, multipliziert und nach dieser Verinderung zu den 
Elementen derselben hinzugefiigt die Elemente der ersten Spalte, mul- 
tipliziert mit A,;, die der zweiten multipliziert mit A,. und so fort, 
dann werden die Elemente solcher k-ten Spalte alle bis auf eines 
verschwinden, weil die Gleichungen gelten: 


Ay, Asi +++ + tie Age + +++ + Gin Asn =O 


ds, Asi +++ + asx As; ++: + Asn Asn = D=O0 


ye Tae 


O14 . Ain 
¢ Ani * Onn 
- und 

UF ei 5 

Dnt ae Uren 
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Das auf der r-ten Zeile stehende Element wird im Gegentheil 
einfach A,,. 

Mithin wird die Entwicklung solcher Determinante zufolge der 
vorbezeichneten Umwandlung sich einschrénken auf das Produkt von 
A,; mit dem algebraischen Komplemente desjenigen Elementes, welches 


_ der k-ten Spalte und der r-ten Zeile angehirt, das heisst A,,. Daher 
 ergiebt sich die Beziehung: 


’ at way a Asi ahag' 
oder 
va bide A,x 


Ag Asx 


| Durch Einfiihrung der Werthe k = 2,3,---m erhalt man alle 
oben angedeuteten Verhiltnisse. 


§ 6. Multiplikation zweier Determinanten. 


Das Produkt aus zwei Determinanten derselben Ordnung lasst 
sich mittelst einer Determinante von gleicher Ordnung ausdriicken. 
Der Nachweis dieser Higenschaft und die einfache Regel zur Bildung 
der verschiedenen Hlemente der neuen Determinante sind das Ziel 
unsrer Betrachtungen in diesem Paragraphen. 

Mégen die beiden Determinanten bezeichnet sein durch: 


Ihr Produkt wird man durch die einzige Determinante der 
Ordnung 2n: 
Cia Oy (Gira es 8) 
(Sa Ne) PO I @) 
Bean One Bi 2 bin 


es 4 Se Se 
ausdriicken kénnen. Hierbei ist gemeint, dass das Quadrat von Ele- 
menten zur rechten Seite des Quadrates der a durchaus nur Elemente 
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Null enthalt, das Quadrat aber zur Linken der 6 die Elemente auf 
der Hauptdiagonale gleich —1 und alle tibrigen Elemente gleich Null. 

Wenn man diese Determinante nach Produkten der in den ersten 
n Zeilen enthaltenen Minoren entwickelt und beachtet, dass von diesen 
Produkten nur das eine von Null verschieden ist, welches die De- 
terminante der a enthalt und als zweiten Faktor das algebraische 
Komplement derselben mit positivem Zeichen, die Determinante der }, 
so ergiebt sich, dass eine nach obigem Schema zusammengesetzte De- 
terminante genau dem Produkte der beiden gegebenen gleich ist. Nun 
kénnen wir aber durch eine leichte Umwandlung diese Determinante 
2n-ter Ordnung wiederum auf eine Determinante von der Ordnung 2 
zuriickfiihren. 

Fiigen wir naimlich den Elementen der (n + 1)-ten Spalte die 
der ersten Spalte hinzu, multipliziert mit 0,,, dann die der 2-ten 
Spalte, multipliziert mit b,, ..., die der m-ten endlich nach Mul- 
tiplikation mit 6,1, so wird die Determinante hierdurch nicht geindert 
und die EKlemente der (m + 1)-ten Spalte gehen beziehungsweise iibe 
in die folgenden: ‘ ; 

G41 Dyy  Ay2 Day + + Gin dnt 


Ao, Oy, 4+ Aigg bey + + > + + Can dni 


Ons buy + Ong bot + Ae + OnnOnt 


0 
0 
Addieren wir nun noch zu den Elementen der (n+ 2)-ten Spalte 
die der ersten, zweiten, --- m-ten, entsprechend multipliziert mit 


Dis, bea, °+* Ong, so werden die Elemente dieser (m + 2)-ten Spalte 
sich darstellen in der Reihe: 


Ay Dig + yy Dag + >>> + Aindne 
Ag Dig Agg Dag + ++ + an Dns 


An1 012 + Angboe + aie + AnnOns 
0 
0 
Wenn man hiermit fortfahrt, so ersicht man, dass unsere De- 


terminante auf diese Weise in eine andere, auch 2n-ter Ordnung, ver- 
wandelt wird, in der jedoch an der Stelle, die zuerst die b einnahmen, 
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Hlemente Null erscheinen und in dem Bereich der Elemente Null, die 


_ anfanglich rechtsseitig zu dem Quadrate der a sich befanden, bilineare 


und homogene Ausdriicke in den a und 6 sich einstellen. Setzt man 
namlich ° OA ets 
Cik = G1 01% + Giada, + >>> + dindas 

so zeigt unsere Determinante nach geschehener Umwandlung die 
folgende Gestalt: 


Oy, Canc Ain Cy oe Cin 


QOn1 *** Ann Cnis** Cnn 


erg eros Ge Cet) 


CME SSG 8 

Wenn man nun diese Determinante nach Produkten der in den 
letzten » Spalten enthaltenen Minoren entwickelt und dabei beachtet, 
dass in den betreffenden Spalten iiberhaupt nur ein von Null ver- 


schiedener Minor sich findet, némlich die Determinante der c, und 
dass das algebraische Komplement dieses Minors durch die De- 


_ terminante 


-ovrbetesh Osea 
= (—1) 


F-eennstro 
ori ake 
gebildet wird, die jedoch (nach der Erklirung am Ende von § 3) 
mit dem Vorzeichen von: 

(— 1 tet tebe tot +2 — (— 1)eeto" — (— 1)" 


zu versehen ist, so ist der Schluss gestattet: Unsere Determinante der 
Ordnung 2n stimmt dem Werthe nach genau tiberein mit der De- 


terminante: 
Cy °° * Cin 


Cni°*' Cnn 


und dies ist eine Determinante n-ter Ordnung. 
Hiermit ergiebt sich auch das 


Bildungsgesetz fiir die Produktdeterminante: Die Glieder 
ihrer ersten Zeile entstehen, wenn man die Summe der Pro- 
dukte herstellt, in denen die Elemente der ersten Zeile der 
einen der gegebenen Determinanten nacheinander mit den 
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Elementen der ersten, zweiten, ..., der n-ten Spalte der 
andern Determinante verbunden sind; es ist dabei gemeint, 
dass nur die Elemente mit einander multipliziert werden 
sollen, die je auf ihrer Zeile und auf ihrer Spalte gleich- 
namige Stellen inne haben; gleicherweise entstehen dann 
die Glieder der zweiten Zeile, wenn man die Summe der Pro- 
dukte aufstellt, in denen Elemente der zweiten Zeile erster 
Determinante mit Elementen erster, zweiter,... n-ter Spalte 
der andern Determinante zusammentreten, und dem ent- 
sprechend ist fortzufahren. 


Nach dieser Regel hat man die Zeilen der ersten Determinante 
mit den Spalten der zweiten zu verbinden; natiirlich kann man jedoch 
aus dieser Regel sogleich eine weitere herleiten, bei der in gewohnter 
Weise die Zeilen der ersten Determinante mit den Zeilen der 
zweiten, oder auch die Spalten mit den Spalten verbunden werden. 

Wirklich kénnen wir, wenn es uns beliebt, in der zweiten De- 
terminante die Zeilen mit den Spalten vertauschen und danach wird 
die Verbindung der Zeilen der ersten Determinante mit den Spalten 
der zweiten auf eine Verbindung der Zeilen der ersten und der Zeilen 
der zweiten in ihrer friiheren Gestaltung hinauskommen. 

Auf soleche Art kann die Produktdeterminante vier verschiedene 
Formen annehmen, da man ja verkniipfen kann die Zeilen der einen 
Determinante mit den Zeilen der anderen oder die Zeilen der ersten 
mit den Spalten der zweiten, oder die Spalten der ersten mit den 
Zeilen der letzteren oder endlich die Spalten jener mit den Spalten 
dieser. 

Die hier nachgewiesene Regel gilt zunichst fiir das Produkt 
zweier Determinanten derselben Ordnung. Wenn aber die beiden 
Faktoren von verschiedener Ordnung sind, so kann man die namliche 
Regel in Anwendung bringen, vorausgesetzt nur, man habe die beiden 
Determinanten erst zur gleichen Ordnung iibergefiihrt, das heisst, durch 
geeignete Hinzufiigung einer Anzahl von Zeilen und ebensoviel Spalten 
bewirkt, dass die Determinante niederer Ordnung ohne Anderung ihres 
Werthes die Ordnung der andern erreicht hat. 

Durch ein Beispiel wird die Sache deutlicher erscheinen. 


Setzen wir den Fall, es sei eine Determinante 5-ter Ordnung mit 
einer 2-ter Ordnung 


ab 
cd 
zu multiplizieren. 
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Diese lasst sich sogleich auf die Form einer Determinante 5-ter 


- Ordnung bringen, indem man sie auf folgende Weise schreibt: 


Nach der bekannten Anweisung fiir die Entwicklung einer De- 
terminante ist diese letzte Determinante gleich der vorgelegten von 
2-ter Ordnung. . 

Wenn die beiden gegebenen Determinanten identisch sind, so er- 
halt man nach dem angezeigten Verfahren das Quadrat einer Deter- 


‘minante. Mégen die Elemente der gegebenen Determinante a,, heissen 


und die des Quadrates c¢,.,. 

Das Element ¢,, ist, Beispiels halber, die Summe der Produkte 
der Elemente aus der r-ten Zeile, multipliziert in die Elemente der 
s-ten Zeile, wahrend c,, die Summe der Produkte darstellt, in welchen 
die Elemente der s-ten Zeile mit denen der r-ten Zeile vereinigt sind. 
Demgemiss ist 


Crs = Csr 


Nennen wir diejenigen zwei Elemente einer beliebigen Determi- 
nante konjugierte, bei denen die Indices dieselben, aber unter ein- 
ander vertauscht sind, so gewinnen wir den Satz: 


Das Quadrat einer gegebenen Determinante ist eine De- 
terminante, deren konjugierte Elemente zu zwei und zwei 
einander gleich sind. 


So gestaltete Determinanten heissen symmetrische, von ihnen wird 
in der Folge (§ 16) die Rede sein. 
Die Regel fiir die Multiplikation der Determinanten findet man 


zam ersten Male dargestellt in den beiden Abhandlungen: 

Binet, Sur un systéme de formules analytiques, et leur application a des 
considérations géométriques. Journ. de l’éc. pol. cah. 16 (mai 1813) [280—354]. 

Cauchy, Sur les fonctions qui ne peuvent obtenir que deux valeurs égales 
et de signes contraires par suite des transpositions opérées entre les variables 
qu’elles renferment. Journ. de l’éc. pol. cah. 17 (janv. 1815) [29—112]. . 

Beide Abhandlungen sind am gleichen Tage, dem 30. Nov. 1812, im Institut 
de France veréffentlicht worden. 

Man vergleiche hierzu Baltzer, Det. 1881. 8.49 Anm., Giinther, Det. 
1877. 9. 24f. und die Bemerkungen Stackels in der deutschen Ausgabe von 
Jacobis De formatione et proprietatibus determinantium. Leipzig 1896. Ostwalds 
Klassiker der exakten Wissenschaften N. 77. S. 72. 
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§ 7. Die Produktdeterminante zweier rechteckiger Matrices. 


Die Beschaftigung mit der Bildung der Produktdeterminante zu 
zwei gegebenen Determinanten veranlasst uns, eine Bezeichnung und 
einen neuen Begriff einzufiihren. 

Mégen c,, die Elemente des Produktes C, entsprechend a,;, 0,s 
diejenigen der vorgelegten Determinanten A, B heissen. Wir betrachten 
nun im Besonderen den folgenden Minor von C: 


Cy Cig + °° Am | 
Co, a9 °° * Com | 
i 

' €mit €n2*** Cmm 


Nehmen wir an, das Produkt C sei hergestellt worden, indem 
man die A und Bnach Zeilen multipliziert habe. Dann ist das 
Element c,,; durch die Formel gegeben: 


Crs = G1 Os1 + Gre Ds9 + ae? + GrnUen 


Der obige Minor kann nun auf folgende Art symbolisch dar- 
gestellt werden. 

Wir wollen ein Verzeichniss von m.n Hlementen, in dem diese 
in Gestalt eines Rechtecks angeordnet sind, eine rechteckige Matrix 
nennen; und zwar solfen m Zeilen vorhanden sein, dabei eine jede 
aus ” Hlementen bestehen. Wird m —vn gesetzt, so erhilt man die 
quadratische Matrix, wie wir sie schon in unserem einleitenden 
Paragraphen eingefiihrt haben. 

Wir wollen zwei solche rechteckige Matrices, nimlich: 


Gy, Ayn *** An 
M1 Azgg ++ * Aan 
Ami Am2°** Ann 
und: 
iL Dis OTs 
21 “22 ben 
Ona Ding eeN ‘es 


in Betracht nehmen. 

Verbinden wir nun die erste Zeile der einen Matrix mit der 
ersten Zeile der andern, in derselben Weise, in der wir vorgingen, 
das Produkt zweier Determinanten herzustellen, mit andern Worten, 
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_bilden wir die Summe der Produkte, in welchen die Elemente der 


ersten Zeile jener Matrix mit denen der ersten Zeile dieser multi- 
plikativ verbunden sind, verbinden dann ebenso die erste Zeile der 
einen mit der zweiten, dritten, ..., m-ten der,andern Matrix und wieder- 
holen das Verfahren gleicherweise riicksichtlich aller folgenden Zeilen 
der ersteren Matrix, so erhalten wir augenscheinlich im Ganzen 
m.m=—=m?* Klemente, die genau mit denen des obigen Minor von C 
tibereinstimmen. 

Es ist dies eine Bemerkung von grundlegender Bedeutung, weil 
uns hierdurch gewissermaassen ein Weg gezeigt wird, den Minor von C 
mittelst der zwei rechteckigen Matrices, wie sie oben gekennzeichnet 
sind, darzustellen. : 
Dies leisten wir durch die Erklirung: 


Es heisse die Determinante: 


C14 Mp Cian 


Cmi*** Cmm 


das zeilenweis gebildete Produkt der beiden rechteckigen 


_ Matrices. 


Daher gewinnen wir nun den Satz: 


Jeder Minor der Produktdeterminante aus zwei De- 
terminanten ist das Produkt zweier rechteckiger Matrices. 


Der Name ,,rechteckige Matrix“ bedeutet an und fiir sich durch- 
aus nicht eine Gréssenbestimmung; erst das Produkt zweier solcher 
ahnlicher Matrices erwirbt nach der eben gegebenen Erklarung eine 
in diesem Sinne wohl umschriebene Bedeutung. 

Ausserdem ist, um von einem Produkte zweier rechteckiger 
Matrices sprechen zu kénnen, unseren Erérterungen zufolge néthig, 
dass sie beide aus gleichviel Zeilen, beide aus gleichviel Spalten zu- 
sammengesetzt sind. 

In Ubereinstimmung mit dem, was oben ausgefiihrt worden ist 
mit Bezug auf das Produkt zweier Determinanten, kann das von uns 
vorher aufgestellte Produkt ein nach Zeilen gebildetes Produkt 
genannt werden. In diesem Fall erhalt man eben eine Determinante 
yon der Ordnung m, da die Zahl der Zeilen der Matrices m (m <n) 
betrigt. 

Unwillkiirlich bietet sich hier der Gedanke, das Produkt nun 
auch einmal nach Spalten auszuftihren. Wir wiirden dann eine De- 
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terminante der Ordnung » gewinnen, da doch die Zahl der Spalten 
sich auf » belauft. Dieselbe Determinante wiirden wir erhalten, wenn 
wir zuerst in beiden Matrices die Zeilen mit den Spalten vertanachten 
und danach das Produkt wiederum nach Zeilen herstellten; aber dann 
hitten die beiden Matrices, von denen wir ausgehen, eine ‘hohere An- — 
zahl von Zeilen als von Spalten: 

Es liegt hierin die Aufforderung an uns, eine allgemeine Unter- 
suchung der auf die angezeigte Weise hervorgegangenen Determinante 
zu widmen, hervorgegangen nimlich durch zeilenweise Multipli- 
kation aus zwei rechteckigen Matrices von m Zeilen und m Spalten, 
wobei m kleiner oder grésser sein mag als n. 

Zwei Lehrsitze, die wir finden werden, sind dusserst bemerkens- 
werth. 

Zum Beginne ist darauf aufmerksam zu machen, dass das Pro- - 
dukt zweier Matrices, sofern es nach Zeilen gebildet, jedenfalls in 
der Form der folgenden Determinante von der Ordnung (m -+ m) 
sich schreiben lasst: 


My, °** Ami —1 Qs 2) a 
Ayo.°** Ane 0 —1--- 0 
a= gs a ee 0) QO.--—1 
O= =>. .0 bi Die stated Din 
0 Se 0 Dnt Dm2 ++ Das 


Sardi, Nuova dimostrazione del prodotto di due matrici. Giorn. di Batt. 
vol. 5 (1867) [174—177]. 


Gordans Vorlesungen itiber Invariantentheorie (Kerschensteiner) 1. Bd. 
Leipzig 1885. §. 79 ff. 


Verfahren wir nimlich mit diesem Schema &hnlich, wie wir es 
im vorhergehenden Paragraphen gethan haben, das heisst, fiigen wir 
zur ersten Spalte hinzu die (m-+ 1)-te, multipliziert mit a,,, die 
(m + 2)-te, multipliziert mit Mz ++, 80 erkennen wir sogleich, 
dass diese Determinante P sich in eine andre verwandelt, die ohne 
Weiteres sich auf eine Determinante m-ter Ordnung einschnankkt, Letztere 
stellt aber nach unserer begrifflichen Erklirung das zeilenweise Pro- 
dukt der beiden Matrices vor. 

Wir wollen nun die beiden Falle m <n” und m > n unterscheiden. 
Wir entwickeln vorliegende Determinante nach Produkten der Minoren, 
die in den ersten m Spalten enthalten sind. Ist m>m, dann rift 
es bei all diesen Minoren zu, dass sie eine Zeile einschliessen, die aus 
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Elementen Null besteht. Mithin sind sie selbst alle Null und wir 
koénnen daher ohne Weiteres schliessen: 


Ist m>™n, so wird das Produkt der beiden rechteckigen 


_ Matrices von m Zeilen und n Spaltet, zeilenweise gebildet, 
gleich Null. 


Setzen wir im Gegentheil den zweiten Fall voraus, m<m, dann 
ist es viel leichter, auf andere Weise vorzugehn. 

Die Produktdeterminante der beiden Matrices kann (nach dem 
Lehrsatze tiber Determinanten mit zusammengesetzten Hlementen, § 2, 9) 
in eine Summe von v” Determinanten zerlegt werden, die folgende 
Gestalt besitzen: 


Mr, Or, 5 Wr, ber, aaa Mr, Omrnn 
b b b Or, Air, * °° Brn, 
(Oh a 5 cee 
eo Ir,» 42r, Y2r,) 27m Umm | —__ bi x, ban, ata Dees 
: : : | 
| Amr, Amr, * * * Amr. 
Omr, Orr, y Omr,03r5 5 ey Corn ry Om ron | ; 7 ie 
_wobei (7, 7, ... %m) eine Variation m-ter Klasse mit Wiederholungen 
za den m Indices 1, 2, ... » vorstellt. Lassen wir die (7, ry... Ym) 


sich auf jede mégliche Art andern und summieren dann die ent- 
stehenden Ausdriicke, so erhalten wir die Produktdeterminante. 

Wir bemerken nun in erster Linie, dass, wenn zwei oder mehrere 
der y unter einander gleich sind, das Ergebniss Null wird; also wird 
es geniigen, sich auf diejenigen Variationen der m Indices zu je m zu 
beschranken, fiir die Wiederholung ausgeschlossen ist. Ferner 
wollen wir die Summierung dergestalt ausfiihren, dass wir sie zu- 
nachst auf alle méglichen m! Permutationen derselben Gruppe von 
Indices r ausdehnen. Der absolute Werth der Determinante der a 
bleibt in jedem solchen Falle, wo die Entwicklung bei ein und der- 
selben Gruppe von Indices verweilt, ungeindert, es wechselt nur ihr 


Zeichen. Dies wird positiv oder negativ sein, jenachdem die Per- 


mutation der r zur Klasse der geraden oder ungeraden Permutationen 
gehort. 
Man erhalt dann: 


GSAS Oey, 


>< > + b1,, Der, iocges Bin ron 


Amr, *** Amr 


das heisst, das Produkt: 
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| Cte ees tir, D1 ,, way D1 r, 


m 


Amr, «°° Amr | Diary Cer Ding: 


Dies ist aber das Produkt zweier homologen Minoren (bestehend 
aus gleichnamigen Spalten) innerhalb der beiden gegebenen Matrices. 
Lisst man auf jede mégliche Art die Indices r, ry ... %m bei Aus- 
wahl derselben unter den Zahlen 1, 2,...2 sich andern und summiert, 
so ergiebt sich die Summe der Produkte der homologen Minoren, die 
in den zwei Matrices enthalten sind, oder mit andern Worten: 


Das Produkt zweier rechteckiger Matrices mit je 
Spalten und m Zeilen (m<n) ist, wenn es zeilenweise aus- 
geftihrt wird, gleich der Summe der Produkte, in denen die 
in der einen Matrix enthaltenen Minoren m-ter Ordnung 
mit den homologen Minoren der andern verbunden sind. 


Wir haben schon gesagt, dass jeder Minor der Produktdetermi- 
nante, die zu zwei vorgelegten Determinanten gehért, sich als Pro- 
dukt zweier rechteckiger Matrices ausdriicken lasst, die aus den beiden ~ 
Determinanten zu wihlen sind. Hs ist nun das Gesetz leicht festzu- 
stellen, nach welchem man diese beiden Matrices auszuwidhlen hat. 
Nehmen wir einmal an, es handle sich um ein Produkt, das durch — 
Verbindung der Zeilen mit Zeilen erhalten worden. 

Wir betrachten den Minor von der Ordnung m, der zu Elementen 
seiner Hauptdiagonale die Hlemente ; 


Cry sy 9 Cry 85 9 Tes 2 Oren 


hat. 

Man fiihrt leicht den Nachweis dafiir, dass dieser Minor aus der — 
zeilenweisen Multiplikation der zwei rechteckigen Matrices hervorgeht, 
wovon die eine, in der ersten Determinante enthalten, zu Zeilen die 
der Ordnungszahlen 7, r,--- 7, hat, und die andere, eine in der zweiten 
Determinante vorkommende Matrix, von Zeilen gebildet wird, die den 
Zahlen s, s,---S,, entsprechen. 

Wenn wir daher in der Determinante der ¢ emen Minor be- 
trachten, dessen diagonale Klemente simmtlich auch diagonale Elemente 
der gesamten Determinante sind (ein Minor, wie wir ihn schon oben 
als diagonalen Minor oder Hauptminor bezeichneten, siehe S. 11), 
dann sind die s, s,--+ Sm alle entsprechend gleich den r, r,---7%m und 
demzufolge die rechteckigen Matrices. aus beiden Determinanten, deren 
Auswahl zu treffen ist, aus Zeilen mit denselben Ordnungszahlen ge- 
bildet, es sind dies, mit andern Worten, homologe Matrices. 
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- § 8. Reziproke Determinanten. 


Jedem einzelnen Elemente einer gegebenen Determinante ent- 
spricht ein algebraisches Komplement. Es ‘giebt mithin n? algebraische 
Komplemente; wir werden sie A,, nennen. 

Die aus diesen gebildete Determinante, nimlich: 


| Ax, Ajs ee Ain 
| . . c8e . | 
| Ant Ang Sree Ane 


heisst die zur gegebenen reziproke Determinante. Nun gelten recht 
bemerkenswerthe Lehrsatze, die die Beziehungen zwischen der rezi- 
proken und der vorgelegten Determinante fesistellen. 

Von Vortheil ist hier die Anmerkung, dass die Determinante dem 
Werthe und dem Zeichen nach dieselbe sein witirde, wenn die 4,. 
nicht die algebraischen Komplemente, sondern statt dessen nur die 
Komplemente zu den Elementen darstellen wiirden. Es wiirde diese 
Anderung namlich gleichwerthig sein einem Zeichenwechsel bei den 
Elementen an ungerader Stelle. (Siehe § 2,7.) Fiir die folgenden 
Darlegungen erscheint es jedoch angemessen, wenn die A die alge- 
braischen Komplemente darstellen. 

Zunachst vor Allem wissen wir, dass, wenn die gegebene Deter- 
minante den Werth Null hat, die algebraischen Komplemente der 
Elemente einer Reihe proportional sind denen der Elemente einer 


parallelen Reihe. (Siehe S. 20.) Damit ergeben sich fiir die reziproke 


Determinante die Elemente zweier Zeilen oder Spalten als proportional 
und dies geniigt zu dem Schlusse, dass die reziproke Determinante 
verschwindet. (Siehe § 2, 8.) 

Ubrigens sind dann fiir jeden beliebigen Minor, der der rezi- 
proken Determinante zugehért (natiirlich mit Ausnahme der Minoren 
erster Ordnung, die die Elemente selbst vorstellen), gleichfalls die 
Elemente zweier beliebigen Reihen unter einander proportional und 
wir kénnen daher schliesslich den Satz aussprechen: 


Wenn eine Determinante Null ist, so haben die zu 
ihr reziproke Determinante und auch alle Minoren derselben 
(bis zur 2-ten Ordnung) den Werth Null. 


Es giebt einen recht einfachen Lehrsatz, der ohne Weiteres den 


Werth der Reziproken zu einer vorliegenden Determinante angiebt. 


Stellen wir einmal das Produkt einer Determinante und der zu ihr 
reziproken dar. Der gebrauchlichen Regel zufolge wird 
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yy ++ in| >| Ass Ate 


Any: Seal ae 


Ani*** Ann 


Oy, Ayy been Any yy Ayo in Aany +? yy Anat + nA 
ee ona ies Be a aut aie aI coy mans Boa 


Ree Pe ber ia.. ere... es, nn 


Nach bekannten Lehrsitzen (Siehe § 5, zu Beginn) tiber die Minoren 
einer Determinante ist nun ersichtlich, dass in dieser Produktdeter- 
minante, abgesehen von den Elementen der Hauptdiagonale, alle ibrigen — 
Null sind. Die Elemente der Hauptdiagonale sind hingegen dem 
Werthe der gegebenen Determinante gleich; der letztere mag mit D 
bezeichnet werden. 

Daher erhalt man, wenn die Reziproke mit R benannt wird, 

RD = D 
und daraus: 
R= Dr 


So folgt dieser wichtige und einfache Lehrsatz (Cauchy): 


Die Reziproke zu einer vorgelegten Determinante ist 
dem Werthe nach deren (m — 1)-te Potenz. 


Wir wollen jetzt untersuchen, wie sich die Minoren yon R mit 
Hilfe derer von D ausdriicken lassen, 

Wir k6énnen eine gegenseitige Beziehung zwischen den Minoren 
von J und denen von fi feststellen, indem wir diejenigen Minoren 
als entsprechende auffassen, welche in D und in R von Zeilen und 
Spalten je mit den nimlichen Ordnungszahlen gebildet werden. Zwei 
so gestaltete Minoren werden wir homologe nennen. 

Der grésseren Hinfachheit wegen betrachten wir zunachst den 
Minor m-ter Ordnung, der in den ersten m Spalten und den ersten 
m Zeilen der Reziproken R enthalten ist. Er wird dargestellt durch: 


P Wrabieg Ae ic 
ios | ie alae 
Zon hice Armin 

Wir werden ihn mit der gegebenen Determinante multiplizieren, natiir- 


lich nach geeigneter Hinzufiigung von Zeilen und Spalten, sodass wir 
die Ordnung dieses Minor erst auf » erhéhen. 
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Es empfiehlt sich nun hier im Besondern, das Produkt in der 
folgenden Form aufzustellen: 


Ai, ight! Aim Ai m+1 at: Ay, 


Oy, °° + On| 
An1--- inn Ue hg th Oe Fi ae Mo, °° * Aan 
Gece 1 aoe () 
o (hE Sees 5 Stee EM ESN el 


Von diesen zwei Determinanten ist die erstere, wie man unmittelbar 


_ einsieht, dem Minor M gleichwerthig; das Produkt beider wird: 


D insta. tue 0 Seti 

0 pines ¢ 0 HIS LG 

0 ee ae 0 1 eG 
A1,m+1 A,m+1 °°" An, m+1 An+1, m+t1 °°? &, m+1 | 
A,m+2 A2m+2°** An,m+2 Gm+i1,m+2 °°: Mn, m2 

Gin Gan *°° Amn Om +1, n - 3 Onn 


Entwickelt man diese Determinante nach den Minoren, die in 
den ersten m Zeilen vorkommen, so erhilt man: 


An-+1,m+1 °° * An, m1 
p”. ; eee 
Am+1, n 3 Onn 


und die hier auftretende Determinante ist abgesehen vom Vorzeichen 
nichts andres, als eine Unterdeterminante N, die innerhalb der vor- 
gelegten Determinante als homologer Bestandtheil dem Komplemente 
von M in der Reziproken entspricht. 

Es ergiebt sich daher: 

S11 Bh bt P ob aed 
und daraus: 
Dea EN peat 

Dies Ergebniss haben wir mit Benutzung des besonderen Minor M 
erhalten, kénnen es aber auf den Fall eines beliebigen andern Minor 
erweitern; denn da jeder beliebige andere Minor in R von der Ord- 
nung m bei passender Verriickung von Zeilen und Spalten (die nur 
héchstens das Zeichen yon R zu indern vermag) sich dahin bringen 
3 


Pascal, Determinanten. 
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lasst, die Stellung von M in R einzunehmen, so wird man, wenn man 
dann noch auf dhnliche Weise und mit der gleichen Wirkung im 
Zeichenwechsel die Zeilen und Spalten von D umstellt, das namliche 
Ergebniss erschliessen kénnen. Wir dtirfen mithin ohne Beschrankung 
den Satz (Jacobi) aussprechen: 


Ein beliebiger Minor M von m-ter Ordnung, innerhalb 
der reziproken Determinante R, ist gleichwerthig dem alge- 
braischen Komplemente innerhalb D zu dem Minor, der 
homolog ist zu M, multipliziert noch mit der (m— 1)-ten 
Potenz der gegebenen Determinante. 


Fiir die Minoren (n — 1)-ter Ordnung ergiebt sich: 
Das algebraische Komplement eines Elementes A,, von R 


ist gleich dem entsprechenden Elemente a,, von D, multi- 
pliziert mit der (n — 2)-ten Potenz desselben D. 


Dieser letzte Lehrsatz zeigt, dass, wenn man zu einer Determi- 
nante D die Reziproke RF bildet und dann. zu dieser wiederum ihre 
Reziproke R’, die Elemente a,;, allerdings in Begleitung des Faktors _ 
D"—?, an gleichnamiger Stelle, wie in D, jetzt in R’ erscheinen, 
sodass D und f’, abgesehen von dem Faktor D”“—?), in ihrer Bil- 
dung tibereinstimmen. 

Und hierdurch eben wird die Bezeichnung ,,reziproke Determi- 
nante“, die wir dem R beilegten, gerechtfertigt; die beiden Determi- 
nanten D und Ff stehen eine zur anderen in einem gewissen Wechsel- 
verhiltniss, das sich leicht zu einem vollkommenen wiirde ausgestalten 
_ lassen, wollte man etwa mit Kronecker zwei Elementensysteme als 
reziproke bezeichnen, sobald ihre Zusammensetzung dem Produktsatze 
gemass das sogenannte Hinheitssystem entstehen lasst. Nach dieser 
Auffassung wtirde System q,, reziprok zu System a,, heissen, wenn 
Gy, = A,,: D ist. 

Aus obigem Hauptsatze entspringt auch sogleich der weitere Satz: 


Wenn in D ein Minor Null ist, so ist das Komplement 
des zu ihm homologen Minor in R auch Null. 


Hin andrer Lehrsatz tiber reziproke Determinanten ist der folgende: 


Hat man zwei Determinanten derselben Ordnung D und D’ 
und multipliziert sie mit einander auf eine yon den vier 
méglichen Arten, oder, um durch ein Beispiel bestimmteren 
Vorstellungen Raum zu gewahren, multipliziert sie nach 
Zeilen (also durch Verbindung der Zeilen mit den Zeilen), 
stellt dann auf dieselbe Weise das Produkt ihrer Reziproken 
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dar, R und fF’, so wird man zwei Determinanten P,Q er- 
halten, von welchen die zweite die zur ersten reziproke ist. 


Dass das Produkt @ seinem Werth nach reziprok sein muss zu P, 
das erkennt man sofort, wenn man an dié QGleichungen denkt: 


R piel Dr! 
igen Die 
und ihre unmittelbare Folge: 
Oe fh. Re=(De Dy =P 


Wir wissen ja doch, dass die Reziproke zu P gerade den Werth 
P"—"* pesitzt. , 

Fraglich bleibt eben nur, wie zu beweisen, dass sich Q auch 
in seinen einzelnen Elementen als zu P reziprok darstellt. 

Die Elemente von D mégen heissen a,;, a’, die von D’, die 
Hlemente von R, R’ beziehungsweise A,,,A;;. Wir bezeichnen noch 
in entsprechender Weise mit b,,, B,; die Elemente der Produkte P, Q. 

Wie man yom vorigen Paragraphen her weiss (Siehe 8. 30), ist 
das Komplement von 6,, in P eine Determinante, die sich aus zwei 
rechteckigen Matrices als ihr Produkt nach Zeilen bilden lasst. 
Die beiden Matrices gewinnt man aus D und D’, wenn man darin be- 
ziehungsweise die r-te und die s-te Zeile unterdriickt. Um dann das 


. algebraische Komplement zu erhalten, bedarf es noch der Multiplika- 


tion mit (— 1)+°*. 

Nach einem unserer Satze tiber Multiplikation der Matrices er- 
giebt sich, dass ein Produkt, wie es hier gefordert wird, gleich kommt 
der Summe der Produkte aus allen Paaren bhomologer Determinanten 
von der Ordnung (7 — 1), die in jenen Matrices vorkommen. 

Weil nun die in jenen Matrices enthaltenen Determinanten be- 
ziehungsweise die folgenden sind: 

(1744, (Ide 
(—1yt? Ar, (— Tt? Ais 


so ergiebt sich das Komplement von b,, in P als: 
(— Ly t*[ Ap A’st + Apo A’ea +++ Arn A’ sn] 


und nach Multiplikation mit (—1)"+*, um das algebraische Kom- 
plement zu gewinnen, erhailt man genau das Element B,, von Q. 
Hiermit ist der Lehrsatz bewiesen. 


3* 


Zweiter Theil. 


Besondere Untersuchungen iiber Determinanten; Anwendungen. 


§ 9. Andere Methoden fiir die Entwicklung einer Determinante. 
Die Regel von Laplace. 


Unter dem Namen der Regel von Sarrus ist eine Anweisung 
gar Entwicklung einer Determinante der dritten Ordnung bekannt: 


Ayy Ws AN 

31 Org A9 

Ag, Azq Ags 

Man denke sich die Elemente hervorgehoben, welche auf schnei- 
denden Linien gelegen sind, die zu den beiden Diagonalen parallel 
verlaufen, und nenne komplementiir diese Schnittlinien, wenn sie sich 
auf entgegengesetzten Seiten einer Diagonale befinden und wenn zudem 
die in beiden enthaltenen Hlemente der Anzahl nach drei sind. So 
sind komplementiér die beiden Schnittlinien: 
M3 Ugg 
und 
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Man multipliziere mit einander alle in dem Hauptschnitt (Haupt- 
diagonale) enthaltenen Elemente und diejenigen auf den paarweis zu 
einander komplementiren Schnittlinien, soweit sie zur Hauptdiagonale 
parallel verlaufen. Man erhalt auf diese Weise drei Glieder der Ent- 
wicklung der gegebenen Determinante. Das nimliche Verfahren wende 
man auf die zweite Diagonale an und auf die zu ihr komplementiiren 
Schnittlinien; so ergeben sich drei weitere Glieder der Entwicklung 
und diese letzteren drei hat man mit negativem Zeichen zu versehen. 

Die Gesammtheit der sechs Glieder stellt die Entwicklung der 
vorgelegten Determinante dar. Man bildet also die Summe der Pro- 


= ofp 
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__ dukte (mit positivem Vorzeichen genommen) der in der Hauptdiagonale 


enthaltenen Elemente und in den Paaren von komplementiren Schnitt- 
linien, die zu ihr parallel, und dann die Summe der Produkte (mit 
negativem Zeichen) aus den Elementen der Nebendiagonale und der 
za ihr parallelen Paare komplementiirer Schnittlinien. 

Kine Erweiterung dieser Methode auf Determinanten beliebiger 
Ordnung ist in einer Arbeit von Bonolis gegeben. Gleichwohl ist 
es nicht néthig bei dieser Betrachtung zu verweilen, da sie von wenig 
Belang ist. 

: Bonolis, Di un nuovo e semplice modo di sviluppare i determinanti di 


grado qualunque, e sua applicazione alla ricerca della risultante di:due equazioni 
qualsivogliano. Giorn. di Batt. vol. 21 (1883) [836—342]. 


Wir fiihren hier noch an: f 


Teixeira, Processes expeditos para achar os desenvolvimentos de alguns 
determinantes. Jorn. de sc. math. vol. 11 (1892—93) [88—93]. 
Teixeira, Novo methodo de desenvolver os determinantes. Jorn. de sc. 
math. vol. 11 (1894) [173—187]. 
'_ Kine Frage von nahe verwandter Art ist auch in einem Paragraphen des 
Aufsatzes von Albeggiani, Sviluppo di un determinante ad elementi polinomi. 
Giorn. di Batt. vol. 13 (1875) [1—32] 8. 16 ff. besprochen. 


Es handelt sich darum, brauchbare Anweisungen aufzustellen fiir 
die Bildung der verschiedenen Glieder der Determinantenentwicklung. . 
Unter allen Umstinden aber, das wollen wir wiederholen, sind dies 
Untersuchungen, denen man nur geringe Bedeutung beimessen kann. 
Die Entwicklung einer Determinante betreffend miissen wir jedoch 
noch eine weitere Bemerkung hervorheben. 
Wir haben oben dargestellt (Siehe 5. 17), wie eine Determinante 
sich in eine Summe von Produkten entwickeln lisst, worin die in 1, 
_parallelen Reihen eingeschlossenen Minoren und die ihnen zugehérigen 
algebraischen Komplemente paarweise verbunden auftreten. Wenn 
man dann zu wiederholten Malen diesen Lehrsatz anwendet, so ge- 
langt man naturgemass zu dem folgenden: 


Sind n, m,---™ ganze Zahlen von der Beschaffenheit, dass 
mf ty + mn, 


und wahlen wir in einer Determinante n-ter Ordnung n, Zei- 
len, dann weitere m,, danach m, andere und so fort, heben 
eine beliebige Determinante, die in den ersten nn, Zeilen 
enthalten ist, heraus, dann gleicherweise eine aus den 
zweiten », Zeilen hervorgehende, deren Elemente jedoch 
nicht Spalten angehéren diirfen, die schon bei Bildung der 
ersteren Determinante Berticksichtigung fanden, und setzen 
dies Verfahren ununterbrochen fort, so wird die Summe der 
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Produkte aller derartigen Kombinationen von k Determi- 
nanten, jedes mit geeignetem Zeichen versehen, die Ent- 
wicklung der gegebenen Determinante vorstellen. 


Man wiirde auch ohne Schwierigkeit die Regel auffinden, nach 
der einem jeden so gebildeten Theilprodukte von k Faktoren sein 
Vorzeichen zu geben ist. . 


Ein jedes Glied der Entwicklung wird das Zeichen + 
oder — erhalten, jenachdem dem Prodat a aller Haupt- 
elemente der k Determinanten, die Faktoren dieses Gliedes 
sind, positives oder negatives Zeichen zukommt. 


Diese Anweisung zur Entwicklung der Determinante fiihrt den 
Namen der Laplaceschen Regel, sie ist indess in der vorliegenden 
(gegentiber dem Satz auf 8. 17), erweiterten Fassung erst von Jacobi 


behandelt worden. Man vergleiche: 


Vandermonde, Mémoire sur l’élimination. Mém. de l’ac. Paris. Année 
1772. Sec. partie (1776) [516—532] 8. 518. 
Laplace, Recherches sur le calcul intégral et sur le systeme du monde. 


Mém. de l'ac. Paris. Année 1772. Sec. partie (1776) [267—376] Article 4, 8.297 ~ 


wieder abgedruckt in Oeuvr. de Laplace t. 8. Paris 1891 [369—477] article 4. 
8. 395—406. 

Jacobi, De formatione et proprietatibus determinantium. Journ. f. Math. 
Bd. 22 (1841), [285—318] 8. 298f., wieder abgedruckt in Jacobi, gesammelte 


Werke, Bd. 3. Berlin 1884 [357392] 8. 370f. (Deutsche Ausgabe mit An- - — 


merkungen durch Stickel im Ostwalds Klassikern der exakten Wissen- 
schaften N. 77.) 

Schering, Analytische Theorie der Determinanten. (Art. 4: Zerlegung i in 
Unterdeterminanten.) Ges. d. Wiss. Géttingen, Abhandl. Bd. 22. 1877 [3—42}]. 


§ 10. Umwandlung einer Determinante. 


Werden Minoren zweiter Ordnung eingefiihrt, so kann 
jede Determinante D der Ordnung m in der Gestalt einer 
Determinante der Ordnung (n — 1) dargestellt werden. 


Denn ziehen wir von der letzten Spalte, nachdem sie mit 1, n—1 
multipliziert worden, die vorausgehende, ihrerseits mit ay, » multipliziert, 
ab, vermindern dindat die vorletzte Spalte nach Multiplikation mit 
1,n—2 um die (n — 2)-te multipliziert mit d,n—1 und so weiter, so 
entsteht eine Determinante, in der die Elemente der ersten Teile bis 
auf das erste Null sind andl weil ferner durch dies Verfahren die 
urspriingliche Determinante mit ay, ,—1 M1,n—2 +++ Q1,1 multipliziert 
erscheint, so ergiebt sich nach Tilgung des Faktors a,, auf beiden 
Seiten der Gleichung: 


ove 


ra 
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(A941 — Ay, My9), °° (4,01, n—1 — 2, n—141n) 
M2 °** M1,n-1D= : ba nak A 


| 
| 


Demnach wird D, abgesehen von einem Faktor, durch eine De- 
terminante (n — 1)-ter Ordnung ausgedriickt, deren Elemente Minoren 
der zweiten Ordnung sind. Also gilt der Satz: 


Unter der Voraussetzung, dass alle Minoren zweiter 
Ordnung einer vorgelegten Determinante durch p theilbar 
sind (ohne dass die Elemente selbst diese Higenschaft haben), 
ist die gegebene Determinante durch p”—'! theilbar. 

Janni, V., Dimostrazione di alcuni teoremi sui determinanti. Giorn. di Batt. 
vol. 12 (1874) [142145] 8, 143. 

Dieser Lehrsatz kann als Erweiterung jenes anderen angesehen 
werden, welcher aussagt, dass eine Determinante der Ordnung » durch 
p” theilbar ist, wenn alle ihre Elemente durch p theilbar sind. 

Fiir die Determinante D gewinnt man noch eine Umwandlung, 
die der soeben angezeigten ihnlich ist, auf die folgende Weise. Von 


den Hlementen der zweiten, dritten, ... Zeile zieht man, nachdem man 
sie mit a,, multipliziert hat, diejenigen der ersten Zeile ab, beziehungs- 
weilse mit d,, M,, ... multipliziert. Beachtet man, dass dann die 


Elemente der ersten Spalte, mit Ausnahme des ersten, alle ver- 
schwinden, so erhalt man: 
(G11 dag — M2 dz1), (G11 es — O43 a1) peer (411 2» — An A) 


D= 


n—2 ‘ 
= (Q114n2 = @124n1), (A114n5 = a13An1), shee (114nn = At n Ant) 


In dieser Formel stellt sich noch einmal das obige Hrgebniss dar, 
dass nimlich die vorgelegte Determinante vermittelst einer anderen 
von der Ordnung (nm — 1) ausdriickbar ist, deren Elemente als Minoren 
zweiter Ordnung jener, der gegebenen, zugehdren. Der Unterschied 
zwischen dieser Formel und der vorausgehenden besteht in Folgendem. 
Die Minoren zweiter Ordnung, welche hier als Elemente der umge- 
wandelten Determinante auftreten, enthalten simmtlich das Element a,,. 

Es ist diese Formel noch verallgemeinert worden durch Studniéka, 
der die neue Gleichung aufgestellt hat: 


(41 %o9°*° Ap—A1,h—1%n,n) (By Mag * + On—a, A144, NS SR 
_—_———_ (G41 %9°** An —1, 1%, 4-41), iq Ogg 7 Oh 1, oD) 
a. h 5 ™ iat 
(0449 °** Os —1, h—1%,n) ; (144 %o9 °** Ma—1, h—1 7 +1, ey oe 
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wo im Allgemeinen mit 


. ' (Gy; Gog = * Gn—1,4—1 ai;;) 

die Determinante: 
O44 Ay tet s MOL mt an; 
gy Ueg Ugg a Gag 
Oy —1,1 Un—1,2°°* AMa—1,h—1 A ~—1,5 
Qi, 1 Ae 2 ys Ay si] Qij 


bezeichnet sein soll, bei 7,j =h,h+1,---m, und mit a; ihre erste 
Unterdeterminante der Ordnung (h — 1) 
(Op, tye oe di ees 
Obige Formel lehrt: 
Hine Determinante n-ter Ordnung lasst sich umwandeln 


in den Quotienten zweier Determinanten, wovon die eine 
von der Ordnung (n—h-+1) ist und als Elemente ihrerseits. 


Determinanten h-ter Ordnung hat, wahrend die andere von ~ 


der Ordnung (h — 1) ist. 


Studnitka, Uber eine neue Determinantentransformation. Bohm. Ges. Ber. 
Jahrg. 1879. Nr. 49 [489—494]. 


Hine weitere Art der Umwandlung einer Determinante besteht 
darin, dass man sie in die Form der sogenannten Differenzen- 
determinanten tiberfiihrt. i 

Wir bezeichnen, wie man das gewoéhnlich thut, mit 


Ay, ys, mE 41, n—1 
die Differenzen erster Ordnung der Gréssen 
Oy yg Cin 


das heisst, die Differenzen auf einander folgender Elemente der ge- 
dachten Reihe, also: 


ys 7 G41) Gg =~ Gag, t Cin eg 
des Weiteren mit 
A’ ay; , A tye , j 
die Differenzen zu der Reihe der ersten Differenzen (man nennt sie 
Differenzen zweiter Ordnung oder zweite Differenzen). Dem- 
gemass fahren wir dann fort. 
Ziehen wir nun yon den Hlementen einer jeden Spalte der ge- 


gebenen Determinante die Elemente der vorausgehenden Spalte ab, 
so ergiebt sich: 


4 > agi — ae 
Tekan Pt ae 


s 
’ 
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53 yy Ady Ady -+- Ady, n—1 
D =} ay, AO, Ady, --+ AA2,n—1 


_ Hieran wiederholen wir dasselbe Verfahren, indem wir bei der 
__ dritten Spalte Halt machen, danach wieder behandeln wir die so ent- 
| standene Determinante auf ieateprochand’ Weise, bis wir bei solchem 
Fortschreiten zu der Determinante gelangen: 


—1 
| Gi, Ai Aa, «> A 2a, 
i; a D =| a; Ad, A’ dy, --- A°—*Ay, 


Hieraus ergiebt sich leicht der Lehrsatz: 

Eine Determinante ist Null, wenn die Elemente einer 
jeden Zeile eine arithmetische Reihe darstellen, deren Ord- 
nung nicht groésser ist, als (m — 2). 

Da namlich eine arithmetische Reihe als Reihe n-ter Ordnung 
benannt wird, wenn ihre m-ten Differenzen konstant sind, so werden 
bei gedachten Voraussetzungen die Differenzen von der Ordnung (n — 2) 
oder von niedrigerer Ordnung konstant, die Elemente der letzten 
Spalte in der Umwandlungsform unserer Determinante also Null sein. 

Wendet man iiberdies das niimliche Verfahren zur Darstellung 
von Differenzdeterminanten auf die Determinanten h-ter Ordnung an, 
die bei der vorausgehend besprochenen Umwandlung einer Determi- 
nante als Elemente erscheinen, so tritt dieser weitere bemerkens- 
werthe Lehrsatz hervor: 

Kine Determinante ist Null, wenn die Hlemente von 
h Zeilen oder Spalten arithmetische Reihen bilden, deren 
Ordnung nicht grésser ist, als (h — 2). 

Studniéka, Neuer Beitrag zur Theorie der Determinanten. Bohm. Ges. 
Ber. Jahrg. 1896. Nr. 6 [1—5]. 


§ ll. Potenz-Entwicklung einer Determinante nach besonderen in 
ihr vorkommenden Groéssen. 


In einer allgemeinen Determinante mit den Elementen a;; denken 
wir uns zu allen Hauptelementen x hinzugefiigt. 

Wir wollen bei Entwicklung dieser Determinante eine Ordnung 
der Glieder gemiiss den Potenzen von x eintreten lassen. 

Der gewohnliche Weg, den man zu diesem Ziele wahlen kann, 
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ist der folgende. Man denkt sich die Determinante in der Form ge- 
schrieben: 

ay,+ 2, A149 4 +o din + 9 

Any +0, yg + 2, --: dan + 9 


Ont 0, Gna 0, oo Ann + # 


und zerlegt nach der tiblichen Regel (§ 2,9) diese Determinante mit bino- — 
mischen Klementen in andere Determinanten mit einfachen Hlementen. 

Der Theil, der von x frei ist, wird durch die Determinante der 
a;; geliefert, der den Faktor # in der ersten Potenz enthaltende Ab- 
schnitt ergiebt sich, wenn man bekanntermaassen die zweiten Glieder 
der Elemente jeder einzelnen Spalte je mit den ersten Gliedern der 
Elemente aller andern verbindet. 

Zum Beispiel wird eines der Glieder, in denen x im ersten Grade 
vorkommt, durch die Determinante 


| 2 yg + °* On| 
| O agg *-- Gan 
| 0 Ang °°* Ann 
dargestellt, deren Werth 
> Ag ee 2 
4“ 
An2°*** Ann 


ist. Hier ist der zweite Faktor ein Hauptminor (diagonaler 
Minor) von der Ordnung (m—1) der gegebenen Determinante. 
Die iibrigen Glieder mit x enthalten als Koeffizienten alle die andern 
(n —1) diagonalen Minoren der Ordnung (n— 1). Wir kénnen 
daher behaupten: Der Koeffizient der ersten Potenz von # in der Ent- 
wicklung unserer Determinante wird durch die Summe simmitlicher 
Hauptminoren (nm — 1)-ter Ordnung aus der Determinante der a,; ge- 
bildet. Desgleichen ist der Koeffizient des Gliedes mit «? die Summe 
aller diagonalen Minoren (n — 2)-ter Ordnung und so weiter. 

Eine Entwicklung der Determinante, die bei einiger Verschieden- 
heit doch viel Aehnlichkeit mit der hier besprochenen zeigt, findet 
man in Mittheilungen von Capelli. 

Kine noch allgemeinere Entwicklung enthilt eine neuere Arbeit 
von Cazzaniga. 


Capelli, Sopra certi sviluppi di determinanti. Acc. di Nap. Rend. ser. 2, 
vol. 3. anno 28 (marzo 1889). 


pee 


> 
- 
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Capelli, Sur les déterminants dont les éléments principaux varient en 
progression arithmétique. Nouv. ann. de math. 3°. sér. t. 14 (1895) [62—63]. 
Cazzaniga, Sopra i determinanti di cui gli elementi principali variano 
in progressione aritmetica. Ist. Lomb. Rend. ser. 2, vol. 29 (maggio 1896) 
[541558]. . 


a) 


g 12. Entwicklung der gerinderten Determinanten. Darstellung 
einer Determinante durch die Elemente einer Zeile und einer Spalte. 


Man pflegt eine Determinante D gesiiumt oder auch gerindert 
zu nennen, wenn sie aus einer andern Determinante A von niedrigerer 
Ordnung durch Hinzufiigung einer gewissen Anzahl von Zeilen und 
ebensoviel Spalten gebildet ist. 5: 

Wir wollen zunichst voraussetzen, es handle sich dabei nur um 
eine Zeile und um eine Spalte. Wir bilden also: 


Ay *** Bin &% 

Qo, °° * Agn Os 
D= 3 

Ani >°* Ann On 

By +> Bn 


Nun wollen wir fiir eine solche Determinante eine Entwicklung 
suchen dergestalt, dass die Produkte der « mit den # hervortreten. 
Augenscheinlich ist das Glied, welches y enthilt, 


A.y 


wenn unter A die urspriingliche Determinante verstanden wird; denn 
in keinem einzigen andern Gliede erscheint der Faktor y. Priifen 
wir, von welcher Art der Faktor ist, der in der Gesammtentwicklung 
zu dem Produkte «;6; (¢,j = 1,2,...m) hinzutritt. Wir betrachten 
den Minor 2-ter Ordnung 
Uj Oj 
By 
Erinnern wir uns der Anweisung fiir die Entwicklung der De- 
terminanten nach Produkten von Minoren, so sehen wir unmittelbar, 
dass den andern Faktor, mit dem dieser Minor in gedachter Ent- 
wicklung multipliziert erscheint, das Komplement des Hlementes i 5 
innerhalb der Determinante A darstellt. Dies werden wir mit A;; be- 
zeichnen. Uberdies wird das Zeichen, welches dem Produkte 


Hig Oi 


BY 


-A;; 
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in der Entwicklung unserer Determinante gebiihrt, dem Zeichen von 
(— Aitetititett = (— 1 
entsprechen. 


Nun leuchtet ohne Weiteres ein, dass die Verbindung (oe; 8; 


einzig und allein in Gliedern vorkommt, die dem soeben verzeichneten 
Produkte zugehdren, und zwar darin mit dem Koeffizienten erscheint: 


—(— 1 Ais 
Wenn wir bedenken, dass in der Entwicklung der Determinante D 
jedes Glied entweder den Faktor y enthalten wird, oder ein Produkt 
nach Art von («;f;), kénnen wir schliesslich die Entwicklung von D 
in der Form (Cauchy) niederschreiben: 


D=yA— 2 (— 1) tap; Ay 
ij 


wobei wir die Summierung ausdehnen auf alle 7,7 =1,2,...m. 
Man wird nun eine ahnliche Untersuchung anstellen kénnen, wenn 
man, anstatt nur eine Zeile und eine Spalte hinzuzufiigen, die Matrix 
der Determinante um r Zeilen und 7 Spalten erweitert. 
Man ersieht hiernach, wie eine Determinante sich in der Art 
entwickeln lisst, dass (abgesehen von dem Gliede yA) ein bilinearer 
Ausdruck in den Elementen einer Zeile und einer Spalte hervorgeht. 
Wir haben hier den folgenden Satz von Hesse anzumerken, der 
den Fall betrifft, wo ein solcher bilinearer Ausdruck sich in das Pro- 


dukt zweier linearen Funktionen zerfallen lasst. = 


Hesse, Ein Determinantensatz. Journ. f. Math. Bd. 69 (1868) [319—322], 
wieder abgedruckt in Hesse, Gesammelte Werke. Miinchen 1897 [557—560]. 


Hierzu kann man noch vergleichen 

Weierstrass, Uber ein die homogenen Funktionen zweiten Grades be- 
treffendes Theorem, nebst Anwendung desselben auf die Theorie der kleinen 
Schwingungen. Akad. Berlin. Monatsber. 1858 (Mirz 1858) [207—220] 8. 211. 
Wieder abgedruckt in Weierstrass, Mathem. Werke. Bd. 1. Berlin 1894 
[233—246]. 

Wenn das Komplement 4A,;; eines Elementes a,; der ge- 
gebenen Determinante A Null ist, so ist diese in zwei Faktoren 
zerlegbar, von denen jeder linear und mit gebrochenen Ko- 
effizienten zusammengesetzt ist aus den mit a,; in einer Reihe 
befindlichen Elementen, der eine aus den Elementen: 

(CIT MOSER Ae Qj, j—1 Qi, j4 oe in 
der andere aus: 
Oy; Agy ... Qi — 1,5 Qj 4-1, j see Anj 


Setzen wir einmal der Hinfachheit wegen voraus, A,, sei Null und 
betrachten in der zur gegebenen reziproken Determinante den Minor 


s ha 


4 
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= | Ay, Ai, 
As, As, 


der also dem Produkt 
aa A1, A,, iy 


_ gleich sein wird. 


Nach den Higenschaften der reziproken Determinante ist dieser 
Minor gleich A.A,,,.2, wenn wir mit A,,,,, den Minor bezeichnen, 
der aus A hervorgeht, wenn man darin die erste und zweite Zeile und 
die erste und zweite Spalte unterdriickt. Mithin erhalten wir die 
Gleichung: 

A. Ass, 29 = — Aj, Aa - 

Entwickeln wir nun A,,,-4,, nach°den Elementen der ersten 
Spalte und der ersten Zeile, so erhalten wir bei gleicher Bezeich- 
nungsweise: 

vi —— Ay, Art, 2 is, -A41, 39 SE re On1-A4t,n2 
cane — y2-A11, 22 a G3 Ay1, 23 +30: 7 Orn Ast,an 
Die Aj;,;; enthalten nicht mehr die Elemente: 
Be, °° * Ant 
Axe eS 1 n 
und so ergiebt sich fiir A eine Darstellung als Produkt zweier 
linearen Funktionen der gedachten Elemente mit Koeffizienten, welche 
das Verhiltniss von Grdssen ausdriicken, in denen nur die andern 
Elemente vorkommen. 
Uber die geranderten Determinanten lese man noch eine Arbeit 


von Arnaldi und vergleiche § 52 dieses Buches. 


Arnaldi, Sui determinanti orlati e sullo sviluppo di un determinante per 
determinanti orlati. Giorn. di Batt. vol 34 (1896) [209—214]. 


§ 13. Anzahl der Glieder, die besondere Elemente enthalten. 


Hine Untersuchung, die mit der in den vorangehenden Para- 
graphen dargestellten nahe verwandt ist, bezieht sich auf die Zahl 
derjenigen Entwicklungsglieder einer v-reihigen Determinante, in denen 
nur & diagonale Elemente (also auf der Hauptdiagonale befindliche) 
vorkommen. 

Wir wollen die Berechnung in folgender Weise ausfiihren. Wir 
betrachten den ersten Hauptminor k-ter Ordnung. Hines seiner Glieder 
wird das Produkt der ersten / Hauptelemente sein. Alle Glieder, die 
diese & Hauptelemente als Faktoren enthalten, werden der Zahl nach 


AG Theil II: § 13. Anzahl der Glieder mit besonderen Elementen. 


durch die Anzahl der Entwicklungsglieder gegeben, die dem Kom- 
plemente jenes ausgewihlten Hauptminors zugehéren, das heisst, sie 
werden durch die Zahl (n —k)! bestimmt. Nun kann man k Haupt- 
elemente auf so vielfache Weise auswahlen, als der Binomialkoeffizient 


@)- 
Hinheiten hat, folglich wird durch 


die Anzahl der Glieder gegeben, die & oder mehr Hauptelemente ent- 
halten. Jedoch ist zu bemerken, dass bei dieser Berechnung gewisse 
Glieder mehrere Male gezihlt sind. Diejenigen Glieder, in denen nur 
k und nicht mehr Hauptelemente vorkommen, sind nur einmal ge- 
zahlt, aber die (k + 1) Hauptelemente enthaltenden sind (k + 1), mal 
gezahlt, und so (k + 2), mal die, welche (& + 2) Hauptelemente ent- 
halten. Bezeichnen wir mit s, die Zahl der Glieder, in denen sich 
nur k Hauptelemente finden, so bekommen wir daher die Rekursions- _ 
formel: 


eC tant’ t and +, 


Aus dieser Formel geht hervor, was tibrigens an und fiir sich © 
auch einleuchtet, dass s,=1, s,_1—=0O. = 
Wir setzen nun der Reihe nach k ~ 1,2,...m und bilden das 
Ageregat: 
est Ss — Sy (Spe a ee 
a 


1 if Sd 
=a — 5 +3 > 9 ea 


In diesem Ausdruck ist der Koeffizient von s; 


oh Wa rele eee ya. =1-(-1=1 


das heisst, es erhalten darin alle s, zu Koeffizienten +1. Es wird 
daher: 
1 1 


S+yte+--- t= (L—-p+e—---—Cpd) 
Mithin lasst sich behaupten: 


Die Anzahl y, der Glieder ohne Hauptelemente betragt mn}, 
vermindert um die durch das zuletzt verzeichnete Aggregat 
dargestellte Zahl, also 
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1 


tem Gab FD) 


Was die Literatur iiber diesen Gegenstand anbetrifft, so kann 
man einsehen: : 


Cayley, Sur les déterminants gauches. Journ. f. Math. Bd. 38 (1849) [93—96] 
wieder abgedruckt in Cayley, The collected mathematical papers. vol. 1. Cam- 
bridge 1889 [410—413]. 

Weyrauch, Zur Theorie der Determinanten. Journ. f. Math. Bd. 74 
(1872) [273276]. 

Monro, Baltzer on the number of terms in a determinant with a vani- 
shing diagonal, Mess. of math. vol. 2 (1872) S. 38 f. 

Baltzer, Mathematische Bemerkungen in den Ber. d. Ges. d. Wiss. Leipzig. 
1873. Bd. 25, [523—537] 8. 534f. 

Baltzer, Determ. 1881. S. 39 ff. ; 

v. Sztits, Zur Theorie der Determinanten. M. A. Bd. 33 (1889) [477—492]. 


§ 14. Die Abgeleitete einer Determinante. Determinanten von 
Wronski. 


Denken wir uns einmal, jedes Element einer Determinante. stelle 
eine unabhingige Verinderliche vor. Dann erhellt gemiiss der An- 
weisung zur Entwicklung der Determinante ohne Weiteres die folgende 
Higenschaft: 


Die mit Bezug auf ein beliebiges ihrer Elemente ge- 
bildete Abgeleitete der Determinante ist gleich dem alge- 
braischen Komplement dieses Elementes. 


Nehmen wir nun an, alle Elemente der Determinante waren 
Funktionen einer Veranderlichen z. 
Hs mégen also in der Determinante: 


Yaa Magi at n 
U= 
% 
Unit Unz+** Unn 
die « Funktionen von ~ sein. 
Nach dem Lehrsatze tiber die Differentiation zusammengesetzter 
Funktionen ist im Allgemeinen: 
aU eu 4u,, Si) (jek 
rs da 
rs 


Cee -. OU,, Ax rid 


wenn wir mit U,, das algebraische Komplement zu u,, in U be- 
zeichnen. 
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Fiihren wir die Summation mit Bezug auf s aus und setzen: 
dU, 
dx 


’ 


so erhalten wir: 
Uy, Wyg* +> Un Uy, Uy °° * Win 


; , , , “. 
—— | Yay Ugg * + * Von ve Ug, W22°** U2an +... 


Uni Ung>** Unn Unt Unz** * Unn 
Die Regel zur Bildung der Abgeleiteten lautet also: 


Man bilde die Summe von m Determinanten der Art, 
dass eine jede aus der gegebenen hervorgeht, wenn man an 
Stelle der Elemente einer Zeile (Reihe) die entsprechenden 
Ableitungen dieser Hlemente einsetzt. 


Besondere Beachtung verdienen auch Determinanten, die auf 
folgende Weise gebildet sind. Auf einer Zeile (Reihe) stehen da 
als Elemente » Funktionen von x, auf einer zweiten Zeile die Ab- 
geleiteten dieser Funktionen, auf einer dritten Zeile die zweiten Ab- ~ 
leitungen und so weiter bis zur n-ten Zeile, wo sich die Abgeleitever 
(n—1)-ter Ordnung der nimlichen Funktionen finden. 

Solche Determinante der » Funktionen (auch Determinante des 
Funktionensystems genannt) pflegt man neuerlich nach dem Namen — 
des Philosophen und Mathematikers Wronski zu bezeichnen; sie ist 
von Nutzen bei der Untersuchung der linearen Abhingigkeit oder 
Unabhingigkeit von  gegebenen Funktionen. 


Heffter, Hinleitung. in..die..Theorie—der “Iinearen Differentialgleichungen 
mit einer_unabhingigen Variablen. Leipzig 1894._S-46ff 


Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen. 
Bd. 1. Leipzig 1895. S. 36 ff. 


Kritische Anmerkungen zu dem Hauptsatze tiber die Wronskischen De- 
terminanten lieferte Peano. Man lese 


Peano, Sur le déterminant wronskien. Mathesis. vol. 9 (1889) [75—76, 
110—112]. 


Peano, Sul determinante wronskiano. Roma Ace. Linc. Rend. ser. 5, vol. 6. 
1° sem, (1897) [413—415]. 


Ks ist zunichst eine wichtige Higenschaft solcher Determinanten, 
dass ihre erste Ableitung mit Bezug auf x sich ergiebt, wenn man 
einfach an Stelle der Elemente jener Zeile, wo die Abgeleiteten 
(n—1)-ter Ordnung stehen, die Abgeleiteten whee Ordnung derselben 
Funktionen einsetzt. 

Malmstén, Moyens peut trouver lexpression de la miéme intégrale parti- 
culiére de Pen ion linéaire y™ + Pyle + Qy"—» +. -+ Sy+ Ty =0 


a Vaide des (n — 1) valeurs y,, y,, ... Yn—1 qui satisfont a& cette 6 uation. 
Journ. f. Math. Bd, 39. (1850) [91-98] S. 93. ; 


RE se 


‘a eae , 2 
=e 
rv § 14. Wronskische Determinanten. 49 
Ks sei: 
U4 Uy Un 
ee a "3 Un 
es 1) Wd. yt—D 


Bildet man ihre Ableitung mit Bezug auf x nach der vorher 
gegebenen Regel, so werden, wie man leicht erkennt, die (n—1) ersten 
Determinanten Null, da ja in ihnen stets zwei identieche Zeilen auf- 
treten, und es bleibt von dem ganzen Aggregat einzig die letzte 
Determinante iibrig, also wird: 


Uy Ug Un 
Uy, Uy. Un. 

| ae Sad ee : is aoe 

dz | ma), (n—2) (n—2) 
Uy Us wene U, 
ul” it) Loe ye 


Hine zweite Higenschaft der Wronskischen Determinanten spricht 
sich in folgendem Satze aus: 


Wenn man die Funktionen wu, --- u, mit einer beliebigen 
Funktion w multipliziert, so erscheint die ganze Determi- 
nante dadurch mit wu” multipliziert. 


Wirklich werden die Elemente der zweiten Zeile hierdurch ver- 
wandelt in: 


d if 

ae (u uy) Bo (w Ue) 
die der dritten Zeile werden: 

d? - qd? 

ani (u m4) aa (u us) 


Entwickeln wir diese Abgeleiteten nach der bekannten Leibnitz- 
schen Regel und zerlegen die Determinante mit mehrgliedrigen Ele- 
menten, die dabei entsteht, in ein Aggregat der entsprechenden Anzahl 
yon Determinanten mit einfachen Hlementen, so finden wir, dass 
einige davon Null sind, weil bei ihnen die Elemente einer Zeile als 
die. gleichen Wiottacken derer einer parallelen Zeile auftreten, und 
dass eine einzige von Null verschieden ist und zwar der urspriing- 
lichen Determinante gleich, wenn man nur in dieser alle Elemente 
mit w multipliziert denkt. 


Pascal, Determinanten. 


4 
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Die zuletzt erdrterte Eigenschaft der Wrouskischen Determi- 
nanten (daneben auch ihre S. 48 einleitend erwahnte Bedeutung fir 


das zugehérige Funktionensystem) finden sich bei: 

Hesse, Uber die Kriterien des Maximums und Minimums der einfachen 
Integrale. Journ. f. Math. Bd. 54 (1857) [227—273] S. 249. Wieder abgedruckt 
in Hesse, Gesammelte Werke, Miinchen 1897 [413—467]. 

Christoffel, Uber die lineare Abhingigkeit von Funktionen einer einzigen 
Veriinderlichen. Journ. f. Math. Bd. 55 (1858) [281—299] S. 298. 

Frobenius, Uber den Begriff der Irreduktibilitat in der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen. Journ. f. Math. Bd. 76 (1873) [236—270] S. 238. 

Frobenius, Uber die Determinante mehrerer Funktionen einer Variabeln. 
Journ. f. Math. Bd. 77 (1874) [245—257]. 

Pasch, Note tiber die Determinanten, welche aus Funktionen und deren 
Differentialen gebildet werden. Journ. f. Math. Bd. 80 (1875) [177—182]. 


Studniéka hat neuerdings eine besondere Art von Wronski- 
schen Determinanten behandelt, die der Klasse der Determinanten 
Hankels (Siehe § 19) zugehért. Es wird zu ihrer Bildung die An- 


nahme gemacht, die Elemente u,,u5,...%, der ersten Zeile unserer 
Wronskischen Determinante waren die auf einander folgenden Ab- 
leitungen w,’, u,”,...u,—) des Anfangselementes w,. 


Studniéka, Uber eine neue Art von Derivationsdeterminanten. Monatsh. 
f. Math. Jahrg. 10 (1899) [338—342]. . 


§ 15. Eigenschaften der Minoren, welche der Produktdeterminante 
aus zwei gegebenen angeho6éren. 


Es ist mitgetheilt worden, dass, wenn die zwei zu multiplizieren- 
den Determinanten nicht von derselben Ordnung sind, es zuerst néthig 
sein wird, sie auf dieselbe Ordnung zu bringen, und das geschieht 
auf sehr einfache Weise, indem man der Determinante niedrigerer 
Ordnung passend Zeilen und Spalten mit Klementen 0 und 1 hinzu- 
fiigt. Danach wird das Produkt nach der gewéhnlichen Anweisung 
hergestellt. 

Nun ist es von Wichtigkeit, die folgende Bemerkung tiber die 
Bildung der Produktdeterminante zu machen, die gerade auch fiir den 
Fall gilt, wo eine der Determinanten niederer Ordnung als die andere 
ist, ee Bemerkung, die dazu dienen kann, auf eine neue Art den 
Lehrsatz von der Multiplikation der Determinanten nachzuweisen. 

Man vergleiche 


Kénig, Kin Beweis des Multiplikationstheorems fiir Determinanten. Math. 
Ann. Ba. 14 (1879) [507—509]. 


Wir wollen mit der Voraussetzung beginnen, es handle sich um 


das Produkt einer Determinante zweiter Ordnung und einer von der 
Ordnung x. 


“4 
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Ay, Ape Dy + Din 
As, Age Be Oa Pe A), B 


Da One 


Wir multiplizieren die Elemente der ersten Zeile der Deter- 
minante B mit a,, und fiigen dann die Elemente der zweiten Zeile, 
mit da, multipliziert, hinzu; wenn wir ausserdem die Elemente der 
zweiten Zeile mit A®) multiplizieren, so erhalten wir: 


Oy, Dyy + gy O91, G11 Dig + Gey Bog, + ** Qyy Din + Ag, dan 
A® by, AG) Ga crwe. A®) dep 


aera. Db = 


Ont One i hab Dies 


Zu den Hlementen der zweiten Zeile fiigen wir diejenigen der 
ersten, nachdem wir sie mit a,, multipliziert. Danach tilgen wir 
den Faktor a,, auf der rechten und linken Seite der Gleichung und 
es bleibt: 

Gy yy $F May Dox, yy O12 TF Gay O99) ++ > My, Din + Oey O20 
yy Ory Ape Day, Mya Dia + Gog Don, + - > Ayy Bin + Aye Dan 


A®), B= 
bs, Dso x te Dan 
Oni One es Onn 
Wir bezeichnen nun mit A®) die Determinante: 
Ai, U2 As 
3) 
A®) = | lg, gg Og 
M31 Ago Ass 


Fiigen wir zu den Elementen der ersten und zweiten Zeile im 
vorausgehenden Produkt die Elemente der dritten, multipliziert be- 
ziehungsweise mit d3,, ds, und multiplizieren dann noch die Elemente 
der dritten Zeile mit A®, so geht hervor: 


G41 Dy FE ey Day + O54 053, O41 O19 + ei B99 + Ags Ogg, * °° 
Aye Dyy + Gag Voy + Age O51, G19 Dig + ag Dag + Age Oya, °° ° 
A®) bs, A®) By, 
Dy ; Dus 


A®, A®. B= 


4* 
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Und wenn wir nun zur dritten Zeile die Elemente der ersten. ‘3 


und der zweiten Zeile addieren, beziehungsweise mit den algebraischen 
Komplementen der Elemente dsj, ds, innerhalb der Determinante A® 


multipliziert, so erhalten wir zum Schluss nach leichter Umwandlung: 


A Dy, + Gay Bay + gy O51, O41 Dig + Me1 Dan ++ Mp1 Dse, 
Ary Diy 1 ag Boy + sg O51) M2 Oya + Aee Dog + Ogg Ogg, -° 
A®), B= | ayy Dy, + Gog Day + gg D1, Gg Dig + eg Doe + Migs Dg9, -** - 
On Oi A 


Wir wiirden immer nach derselben Methode fortfahren kénnen 
und die Produkte von B mit A®, mit A®,... finden. Das Bildungs- 
gesetz dieser Produkte leuchtet ein; es wiirde sich nachweisen lassen, 
dass es, wenn fiir den Index 7 giltig, auch fiir den Index (¢ 4 1) 
noch zu Recht besteht. Wenn die erste Determinante die Ordnung n 
erhalt, kommt man demnach zuriick auf die gewdhnliche Anweisung 
fiir das Produkt zweier Determinanten derselben Ordnung. 

Die gedachten Produkte von A®, A®)...in B k6énnen auch 
unmittelbar nach der gewdhnlichen Regel hergestellt werden, indem 
man zuerst das Verfahren anwendet, an das wir im Anfang dieses 
Paragraphen erinnert haben. Die Wichtigkeit der hier erérterten 
Betrachtungen beruht jedoch darauf, dass man auf diesem Wege ohne 
Weiteres zu der gebrauchlichen Regel fiir die Produktbildung gelangen 
kann, die gemeiniglich auf eine abweichende Art nachgewiesen wird: 
Und hierzu lasst ja auch Konig am angefiihrten Orte seine Be- 
trachtung dienen. 

Andere Arbeiten, in denen sich eine Darlegung der Produktbildung 
zweier Determinanten vorfindet, sind: 


Janni, V., Sul prodotto di due matrici. Giorn. di Batt. vol. 11 (1873) 
S. 357. 358. 

Le Paige, Sur la régle de multiplication des déterminants. Bull. soc. 
math. de Fr. vol. 9 (1881) [67—69]. 

De Presle, Multiplication de deux déterminants de méme degré. Bull. 
soc. math. de Fr. vol. 14 (1886) 8. 157. 158. 


Das Produkt zweier Determinanten von derselben Ordnung 
A=|a\, B=|b| 


lasst sich, wie wir wissen, auf vierfache Weise ausftihren; naimlich 
entweder verbindet man die Zeilen der einen Determinante mit den 
Zeilen der andern, oder die Zeilen der ersten mit den Spalten der 
zweiten, oder die Spalten der ersten mit den Zeilen der zweiten, oder 
schliesslich die Spalten der einen mit den Spalten der andern. 


i 
site 
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Wir wollen das Produkt einmal nach der ersten und einmal 
nach der letzten dieser vier Verfahrensweisen ausfiihren und an- 
nehmen, dass wir in den beiden Fallen beziehungsweise die Ergeb- 


nisse bekommen: ’ 
Cay ri Cin 

eet C4 ernCy . 

Cnt $ Can 

LAGE Se Gite 

Tue | f3iye Ses 

Vani a des YVnn 


Dabei sind: 
Crs = Ar1 051 + Ar2ds2 Seu 2 


Yrs = Q1,015 + dgrbes + ale 


Diese beiden Determinanten sind natiirlich einander gleich, ob- 
schon ihre-gleichliegenden Elemente verschieden sind. 

Wir machen nun die werthvolle Beobachtung, dass zwischen ge- 
wissen Unterdeterminanten yon C und den ihnen entsprechenden in I" 
sehr einfache lineare, homogene Beziehungen bestehen. 

Wir wollen jetzt andeutungsweise von derartigen Beziehungen, 
wie sie Weltzien gegeben hat, berichten. 

Weltzien, Uber das Produkt zweier Determinanten. Math. Ann. Bd. 42 
(1898) [598—600]. 

Dabei kommt die, von uns schon auf §. 11 eingefiihrte, bequeme 
Benennung zur Anwendung fiir Minoren, deren simmtliche Haupt- 
elemente auch Hauptelemente der vorgelegten Determinante sind. 

Hs lasst sich dann der folgende elegante Lehrsatz beweisen: 


Die Summe aller diagonalen Minoren der Ordnung k 
in C ist gleich der Summe der diagonalen Minoren der Ord- 
nung k in I. 

Dieser Lehrsatz sagt fiir den besonderen Fall k =n die That- 
sache aus, dass OC = I’ wird. 

Fir k=1 ergiebt sich im Besonderen auch, dass die 
Summe aller diagonalen Elemente von C gleich der Summe 
é@er diagonalen Elemente von I ist. 


Fiir diesen letzteren Satz wird der Nachweis sofort erbracht, 


ae 
> 
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wenn man beachtet, dass die Summe der diagonalen Elemente von C 
sich in der Form 
= Ari by; 
darstellen lisst, wobei die Indices 7,7 alle méglichen Werthe 1, 2, . 
annehmen sollen, und dass in gleicher Gestalt auch die Suman ae 
diagonalen Elemente von I" erscheint. 

Nehmen wir ferner der Hinfachheit wegen » = 4 an, so ergiebt 
sich gemiss dem oben angefiihrten Lehrsatze das Bestehen der fol- 
genden Gleichungen: 


C14 Cs | C1 “3 C11 14 C2 Cos Cy2 Co4 ee au 
Coy Cae C31 C3g Cy, O44 C39 C33 C42 C44 C43 Cay 
eee an 12 11 V13 V1 Via V22 793 | V2 Vo4 33 Ysa 
Var V22 V31 V33 Var Vas V32 V33 | Yao V44 Vas 44 
C11 C12 C13 C11 C12 C14 V11 Viz 13 He Vit Vi2 Via 
Cox Con Cog | + | Co Coo Coa Oh Y22 V23 V¥e1 Yaa Yea | 
C31 Cg9 Cys C41 Cao Coa | V31 V32 V33 Var V42.V44 


Zum Beweise unseres Lehrsatzes haben wir einer Eigenschaft zu 
gedenken, die schon im Anschluss an die Erérterung der Produkt- 
bildung aus zwei Determinanten aufgezeigt wurde; wir wissen nam- 
lich, dass ein Minor des Produktes zweier Determinanten gleich dem 
Produkt zweier Matrices ist, die in den beiden gegebenen Determi- 
nanten enthalten sind, und man kann hinzufiigen, dass, wenn es sich 
um einen diagonalen Minor handelt, dann die zu multiplizierenden 
Matrices gerade zwei homologe Matrices in den beiden Determinanten 
darstellen. (Siehe den Schluss von § 7.) 

Nach dieser Bemerkung ist ein jeder der diagonalen Minoren 
k-ter Ordnung von C nichts andres, als die Summe der Produkte yon 
Minoren k-ter Ordnung von A in ihre homologen Minoren in B, und 
die Summe aller diagonalen Minoren k-ter Ordnung von C ist nichts 
andres, als die Summe der Produkte, in denen simmtliche in A ent- 
haltenen Minoren k-ter Ordnung mit den zu ihnen homologen aus B 
multipliziert erscheinen. Da man demnach dasselbe von der Deter- 
minante I’ behaupten kann, so ergiebt sich, dass die beiden Summen 
von Diagonalminoren k-ter Ordnung, in C und in I, unter einander 
gleich sind. 

Bei Gelegenheit unserer Beweisftihrung ist ersichtlich geworden, 
und wir wollen dies in der Form eines Lehrsatzes hervorheben: 


+ 
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Die Summe aller diagonalen Minoren der Ordnung k, 
enthalten in der Produktdeterminante C= A.B ist der Summe 
der Produkte gleich aller Minoren der Ordnung & aus A, 
multipliziert ein jeder mit seinem hamologen aus B. 


Dieser Lehrsatz, der leicht auch fiir den Fall nicht diagonaler 
Minoren sich als giltig aufzeigen lasst, findet sich wohl zum ersten 
Male in einer Abhandlung von Picquet. 

Mit Bezug auf die Darstellung eines Minors des Produktes mit 
Hilfe der Minoren gleicher Ordnung der das Produkt bildenden Fak- 


toren kann man einen Aufsatz Hesses vergleichen. 


Picquet, Mémoire sur l’application du calcul des combinaisons a la théorie 
des déterminants. Journ. de l’éc. pol. cah. 45 t. 28 (1878) [201—243] S. 203. 

Hesse, Uber Determinanten und ihre Anwendung in der Geometrie, ins- 
besondere auf Kurven vierter Ordnung. Journ. f. Math. Bd. 49 (1855) [2483—264] 
8. 243 ff. Wieder abgedruckt in Hesse, Gesammelte Werke, Miinchen 1897 
[319—343]. 


§ 16. Symmetrische, schiefe, halbsymmetrische Determinanten. 


Hs sei eine Determinante vorgelegt, von Elementen a gebildet. 
Wenn nun darin 
Ars == Asr 
ist, so heisst die Determinante symmetrisch; es sind dann die Hle- 
mente gleich, die mit Bezug auf die Hauptdiagonale symmetrisch 
angeordnet sind. 


Wenn 
Ay s = — Usgr (r == ‘) 


dann nennt man die Determinante schief, und wenn zudem 
ap, = 0 
angenommen wird, schiefsymmetrisch. Diese Determinante wird 


auch halbsymmetrisch (hemisymmetrisch) genannt. Die Hlemente 
ys, Myr kann man als konjugierte bezeichnen. 


Jeder diagonale Minor einer symmetrischen Determi- 
nante ist auch symmetrisch; 
denn man leitet ja aus der urspriinglichen Determinante einen diago- 
nalen Minor her, wenn man Zeilen und Spalten, die sich auf der 
Hauptdiagonale kreuzen, unterdriickt, und wenn diese das Element a,. 
enthalten, so werden sie auch a;, enthalten. Es werden also auf 
diese Weise lauter Elemente fortgenommen, die zu zwei und zwei 
konjugiert sind; die zurtickbleibenden werden auch paarweis kon- 
jugiert sein und mit Bezug auf die Diagonale symmetrisch geordnet. 


Bo 
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Aus der begrifflichen Erklarung der symmetrischen Determi- 
nante erhellt sogleich, dass diese auch dem sinnbildlichen Schema 
nach unverindert bleibt, wenn man ihre Zeilen und Spalten vertauscht. 
Beachtet man dann, dass in jeder beliebigen Determinante der kom- 
plementiire Minor zu a,, dieselbe Lage einnimmt, wie andernfalls der 
zu dem Elemente a,, gehérige Minor, wenn man nur erst an der ge- 


gebenen Determinante die Vertauschung der Zeilen und Spalten vor-_ 


genommen hat, so ergiebt sich: . 

In einer symmetrischen Determinante sind die kom- 
plementiren Minoren zu zwei konjugierten Hlementen gleich. 

Und daraus folgt: 

Die zu einer symmetrischen Determinante reziproke ist 
wieder eine symmetrische Determinante. 

Dem Vorangehenden entsprechend kénnen wir behaupten: 

Die diagonalen Minoren einer schiefen Determinante 
sind ihrerseits auch schiefe Determinanten. 


Wenn man in einer schiefsymmetrischen Determinante die Zeilen 


und Spalten vertauscht, so sieht man, weil ja im Allgemeinen das 
Element a,, mit a;,- die Stelle wechselt und weil a,,—=—a,, und 
dy, = 0, dass jedes Element mit (— 1) multipliziert erscheint. Mul- 
tipliziert man nun in.einer Determinante n-ter Ordnung alle Elemente 
mit (— 1), so erhalt dadurch die Determinante selbst den Faktor (— 1)”. 

Hieraus ergiebt sich, falls » ungerade, dass die Determinante nach 
dem Wechsel von Zeilen und Spalten mit verwandeltem Vorzeichen 
erscheint und mithin nur Null sein kann. Wir sagen also: 


Hine halbsymmetrische Determinante von ungerader Ord- 
nung ist Null. 

Dem entsprechend wollen wir den komplementiiren Minor eines 
Elementes a,, betrachten. Wechseln wir bei allen Elementen die 
Zeichen, so erhalten wir den komplementiiren Minor des konjugierten 
Hlementes a,,, weil ja Zeichenwechsel bei allen Elementen dem Ver- 
tauschen der Zeilen mit den Spalten entspricht. Daher kénnen wir 
aussprechen: Der komplementire Minor von a,, ist gleich dem mit 
{= 1)"—1 multiplizierten komplementaren Minor von a,,. Also: 


In einer halbsymmetrischen Determinante der Ordnung 
m sind die komplementiren Minoren zweier konjugierten 
Elemente dem absoluten Werthe nach gleich; sie sind aber 
mit dem nimlichen oder dem entgegengesetzten Zeichen ver- 
sehen, jenachdem wm ungerade oder gerade ist. 


~. 
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_ -Hieraus folgt auch: 
: Die zu einer halbsymmetrischen Determinante reziproke 


if 
| ist selbst symmetrisch oder aber halbsymmetrisch, jenach- 
_ dem fiir jene die Ordnung eine ungerade oder gerade Zahl ist. 


Da wir wissen, dass fiir eine Determinante mit dem Werthe Null 
die komplementiren Minoren der Elemente einer Reihe proportional 
sind denjenigen der entsprechenden Elemente einer parallelen Reihe 

_ (Siehe 8. 20), so kénnen wir mit Anwendung des letzten Lehrsatzes 
b behaupten: 
Wenn fiir eine halbsymmetrische Determinante unge- 
_ rader Ordnung mit 4,, die komplementiren Minoren der 
verschiedenen Elemente bezeichnet werden, so folgt die Be- 
_ ziehung: 
Meas rit Aes 
’ Wir gehen nun dazu iiber, diese weitere Higenthtimlichkeit klar 
zu legen: 
Jede halbsymmetrische Determinante von gerader Ord- 
nung stellt sich dar als ein vollstindiges Quadrat einer 
ganzen rationalen Funktion ihrer Elemente. 


Fiir eine halbsymmetrische Determinante zweiter Ordnung, also: 
Oa 
—a 0 


— QQ? 


ist dies einleuchtend. 
Wir werden zeigen, dass, wenn gedachte Behauptung sich fiir 
die Ordnung (x — 2) bewihrt, sie auch fiir die Ordnung n richtig ist. 
Wir bezeichnen nun wieder mit A,, den komplementiren Minor 
ZU dy; in einer vorgelegten Determinante gerader Ordnung . 
Dann ist A,, eine halbsymmetrische Determinante ungerader Ord- 
nung, mithin gleich Null. 
In ihr wollen wir mit a,, das algebraische Komplement des Hle- 
mentes a@,, bezeichnen; es wird dann: 


Aga Ogg + Gog Q@ag + +++ + Aenean = A, =9 
(Igs leq + Ogg %o3 + °** + Asntan = 0 


Wenn wir in der gegebenen Determinante die Elemente der 
zweiten Spalte mit o, multiplizieren und fiigen zu ihnen der Reihe 
nach die der dritten Spalte hinzu nach Multiplikation mit a,,, die 

der vierten desgleichen, mit dem Faktor «,, versehen, ..., so ergiebt 
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sich dann nach den vorausgehenden Gileichungen fiir die Elemente der 
zweiten Spalte mit einziger Ausnahme des ersten Hlementes der Werth 
Null. Man erhilt also, wenn R die gegebene Determinante be- 
zeichnet 


Gg, Mog °° Aan | 
Gs. Grr 
31 438 ne 
Ogg R= — (yy 0y9 + +++ + AinO2n) a 
Ant An3°** Onn | 


Entwickelt man nun die Determinante nach den Hlementen ihrer 
ersten Spalte, so wird 


Cag R= (Aya tag + °° Anan)” 


da nach der Voraussetzung a,,; = — a4), °° *, Gnr = — Gin, und da 
tiberdies die Gleichungen bestehen: 


og —= Uso, °* *y Ban —= One 


namlich zwischen Minoren der halbsymmetrischen Determinante un- _ 
gerader Ordnung 4A,,. 
Nach dem oben bewiesenen Lehrsatze (Siehe 8.57) wird nun 


Cos = V bay V Oss 
Con SS V eo5 Venn 
und daraus: 


R= (Q12Vetg + 043 Ves3 + wer OinV enn)” 


Nach unserer Voraussetzung, der zu beweisende Lehrsatz sei bis 
za den Determinanten der Ordnung (nm — 2) als richtig erkannt, und 
in Folge der Bemerkung, dass die a, ... aa» gerade halbsymmetrische 
Determinanten (m — 2)-ter Ordnung sind, erhellt, dass die in unserer 
Formel erscheinenden Wurzelgréssen rationale Ausdriicke sind und 
daher ist R als das Quadrat eines rationalen Ausdrucks dargestellt. 
Man hat in obiger Formel die Wurzeln mit solchen Vorzeichen 
zu versehen, dass das Produkt zweier unter ihnen, zum Beispiel 
Vii Vj; genau + «;; ergiebt. Mithin wird, nachdem tiber das Zeichen 
einer der Wurzelgréssen Bestimmung getroffen ist, das Zeichen einer 
beliebigen andern auch bestimmt sein. 

Wir wollen jetzt eine halbsymmetrische Determinante yon gerader 


Ordnung betrachten, die auch mit Bezug auf die zweite Diagonale 
symmetrisch ist. 
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Damit ist angezeigt, dass wir neben den Voraussetzungen: 


. a; = 0 Ars = — Asr 


noch die Annahme zu machen haben: is 


is = An—j+1,n—i-+1 


| Hine bestimmtere Anschauung zu gewinnen, betrachten wir diese 
Determinante 4-ter Ordnung: 


O GrdinDs we 
—a 0 ab 
—b—d Oa 
soho Sea 


‘Zur ersten Spalte fiigen wir die letzte hinzu und danach zur 
ersten Zeile die letzte Zeile, so erscheint: 
0 a—bb—ae 
b—a 0 d= ob 
a—b —d 0 a 
—ce —b —a 0 


. Nun addieren wir zur zweiten Spalte die dritte und darauf zur 
zweiten Zeile die dritte Zeile. Es ergiebt sich: 


0) 0 b—a e¢ 
0 0 d bta b—a c F- 
os Sa ie -| dian Bizta & 
—c —b—a —a 0 


Dasselbe Verfahren wiirden wir bei beliebiger Ordnungszahl 
n = 2m der vorgelegten Determinante anwenden kénnen; wir kénnen 
daher urtheilen: 


Wenn eine halbsymmetrische Determinante gerader Ord- 
nung tiberdies mit Bezug auf ihre zweite Diagonale symme- 
trisch ist, so lasst sie sich als das Quadrat einer Determi- 
nante ausdriicken, deren Ordnungszahl die Hilfte betragt. 


(Siehe Giinther, Det. 1877. S. 91 f.) 
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§ 17. Pfaffsche Funktionen. 


Der Ausdruck, dessen Quadrat sich als halbsymmetrische Deter- 
minante gerader Ordnung herausgestellt hat (Siehe 8. 57f.), tritt hier 
(nach Cayleys Bezeichnung: Pfaffian) unter dem Namen ,,Pfaffsche 


Funktion“ auf, weil er namlich bei der Lésung des Pfaffschen — 


Problems eine Rolle spielt. 
Scheibner hingegen hat diesem Ausdruck noch den Namen 


Halbdeterminante gegeben. 
Von der Literatur tiber den Gegenstand kann man einsehen: 
Jacobi, Uber die Pfaffsche Methode, eine gewohnliche lineare Differential- 

gleichung zwischen 2 Variabeln durch ein System von n Gleichungen zu inte- 

griren. Journ. f. Math. Bd. 2 (1827) [347—357] S. 354, wieder abgedruckt in 

Jacobi, Gesammelte Werke, Bd. 4. Berlin. 1886 [19—29]. 


Jacobi, Theoria novi multiplicatoris systemati aequationum differentialium ~ 


vulgarium applicandi, caput tertium: Theoria multiplicatoris systematis aequa- 
tionum differentialium ad varia exempla applicata. Journ. f. Math. Bd. 29 


(1845) [2183—279]| S. 236, wieder abgedruckt in Jacobi, Ges. W., Bd. 4. Berlin | 


1886 [395—465]. 

Cayley, Sur quelques propriétés des déterminants gauches. Journ. f. Math. 
Bd. 32 (1846) [119123], wieder abgedruckt in Cayley, The collected mathe- 
matical papers. vol. 1. Cambridge 1889 [332—336]. 


Cayley, Journ. f. Math. Bd. 38 S. 95 (der oben S. 47 schon angefiihrte SS 


Aufsatz). 
Cayley, Recherches ultérieures sur les déterminants gauches. (Suite du 
mémoire t. 32 p. 119 et t. 38 p. 93.) Journ. f. Math. Bd 50 (1855) [299—313], 


wieder abgedruckt in Cayley, Coll. math. pap. vol. 2. Cambr. 1889 [202—215]. . 


Scheibner, Uber Halbdeterminanten. Ges. d. Wiss. Leipzig, Ber. Bd. 11 
(1859) [151—159]. 

Grassmanns Untersuchungen tiber das Pfaffsche Problem (in der Aus- 
dehnungslehre von 1862) und deren eingehende Wiirdigung durch Engel lese 
man in Grassmanns gesammelte math. und phys. Werke, Bd. 1. Th. 2. 
Leipzig 1896. 8. 341 ff. und 8. 471 ff. 

Veltmann, Beitriige zur Theorie der Determinanten. Zeitschr. f. Math. 
16. Jahrg. (1871) [516—525]. 

Schering, a.a.O. Ges. d. Wiss. Géttingen, Abh. Bd. 22. 1877. 

Man sehe auch nach in den Lehrbiichern: 

Trudi, Teoria dei determinanti. Napoli 1862. 

Baltzer, Det. 1881. 8. 45. 46. 47. 

Giinther, Det. 1877. S. 90. 91. 


Nach Jacobi bezeichnen wir mit dem Symbol 
C2 een) 
die Pfaffsche Funktion n-ter Ordnung. Und wir werden mit diesem 
Symbol gerade diejenige der beiden Quadratwurzeln der halbsymme- 
trischen Determinante meinen, welche das Glied aj, dg, ... Gn—1,n mit 
dem positiven Vorzeichen enthilt. 
Man findet dann leicht eine Rekursionsformel, die die Entwicklung 


der Pfaffschen Funktion n-ter Ordnung mit Hilfe derer von niederer 
Ordnung angiebt. 


FS eR Se NIN A MA «rar ee ae eee eo 


Nope = 


Se eK ey 


> De Saeegt vt. 6 a 5 


e 
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~ 


Um dies zu leisten, miissen wir auf die Formel zuriickgehen, die 


_ von uns letzthin fiir die Entwicklung einer halbsymmetrischen Deter- 


minante R gefunden war. Mit ihrer Benutzung erfihrt die Pfaffsche 


_ Funktion die Darstellung: 


es : Aw a} 
Aya V ta aie ys Vets ere 


und hier sind o,,, os, ... die algebraischen Komplemente der 


Hauptelemente jener Determinante, die man aus der gegebenen De- 
terminante F durch Tilgung der ersten Zeile und ersten Spalte (Kom- 
plement von a,,) erhilt. Uberdies muss dem ersten Wurzelausdruck 
Ve. sein Vorzeichen in dem Sinne ertheilt werden, dass Oy iors alla As a 
ein Glied, das jenem angehért, mit positivem Zeichen erscheint, end- 
lich sind den andern Wurzelgréssen ihre Zeichen dergestalt zuzu- 
weisen, dass 
Vctis Vt) = + a: 

wird, wobei o2; das algebraische Komplement von az; darstellt 
innerhalb des Komplementes F,, von a,, in R. 

Hs ist w,, die halbsymmetrische Determinante der Ordnung (n — 2), 
die aus der gegebenen nach Tilgung der beiden ersten Zeilen und 
Spalten hervorgeht, mithin ist //a,, nichts andres, als die Pfaffsche 
Funktion der Elemente 3, 4,...m, die wir mit (3,4,...m) be 
zeichnen wollen, indem wir der Wurzelgrésse das Zeichen + zu- 
ertheilen. 

Hs lisst sich erweisen, dass bei Annahme des positiven Zeichens 
fiir simmtliche Wurzelausdriicke das Produkt Yo;;//a;; genau nach 
Werth und Zeichen das Komplement von a,; in f,, ergiebt. Um 
also in dem Produkte nicht das Komplement, wohl aber das alge- 
braische Komplement zu erhalten, hat man mit (—1)'t/ zu 
multiplizieren. Somit kénnen wir schliessen, dass im Allgemeinen 
(wenn dem Wurzelausdruck )/c., das Zeichen + beigelegt worden) 
erforderlich wird, Yo;; mit dem Zeichen von (— 1)‘ zu versehen. 

Kin jeder der Wurzelausdriicke V vii ist eine Pfaffsche Funktion 
der Ordnung (n— 2). Man erhialt also gemiass der Bezeichnungs- 
weise Jacobis: 


Vas = (— 15 2, 3,...i—1,i+1,... 0) 


oder auch, wenn man die Elemente 2, 3,...i—1 nach dem Ende 


hin schafft, ergiebt sich genau: 


Vo; —(@+1,...%, 2, 3,...¢—1) 
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Es geht danach sogleich die folgende Rekursionsformel hervor: — 
(12, 7s n) = (1, 2) (paar n) ne 
dad, 3) (4, DB, + My 2) ais 
ah Or n) (2, Dawe n — 1) 
Die Ausdriicke (1,2), (1,3), ... sind eben gerade die Elemente 
Gia) G43, .-., also die Pfaffschen Funktionen zweiter Ordnung. 
Wenden wir diese Formel auf die Pfaffschen Funktionen ( — 2)-ter 
Ordnung fortgesetzt wieder an, so erscheint (1, 2, ... m) vermittelst 
der Pfaffschen Funktionen (m — a -ter Ordnung dargestellt und so 
weiter. Man gewinnt hierdurch ein Mittel fiir die Entwicklung einer — 
Pfaffschen Funktion. 


So wird zur Pfaffschen Funktion vierter Ordnung (1, 2, 3, 4) die | 
Entwicklung gehéren: 


(1, 2, 38, 4) = (1, 2) (3, 4) + C1, 3) (4, 2) + C1, 4) @, 3) = 
= Ay2 M34 + My3%4o 1 M4 M95 3 
Wenn c,—3 die Anzahl der Glieder einer Pfaffschen Funktion — 


von der Ordnung (n — 2) bezeichnet, so wird die Gliederzahl einer 
solehen von der n-ten Ordnung 


: = (n = 1) Cna—92 
sein, daher allgemein: 
= (n — 1)(n— 3) (w— 5)... 8.1 


Demzufolge erscheint die Gliederzahl einer Pfaffschen Funktion 
durch Rechnung ermittelt. 

Hs ist ohne Weiteres klar, dass das Zeichen einer Pfaffschen 
Funktion wechselt, wenn man zwei Indices mit einander vertauscht. 
So wird zum Beispiel 


(, 2, 3, ... m) = — (2,1,3, ... ») 
Denn, wahrend doch im Ausdruck linker Hand das Glied 
= \Oig Gigs <b>. On tie 
erscheint, wird auf der andern Seite der Gleichung das Glied 
2 Ogi dye Una eer 


vorkommen, und da a, = — a,,, so stimmt dieses mit jenem tiberein. 
Folgende Higenschaft ist bemerkenswerth: 


74 


§ 17. Pfaffsche Funktionen. 63 


_Jeder nicht diagonale Minor der Ordnung (n —1) in der 
vorgelegten halbsymmetrischen Determinante ist gleich dem 
Produkt der Pfaffschen Funktion (1, 2,... »), multipliziert 
in eine andere Pfaffsche Funktion (m — 2)-ter Ordnung, die 
aus jener hervorgeht, wenn man zwel ihrer Indices tilgt. 


Betrachten wir nimlich Beispiels halber das Komplement von 
Ay, also: 


| 
Qo, Ao, .-- Aon 
As Ocoee A3n 
| 
| Ani Ang... 0 | 


so sind die algebraischen Komplemente der Elemente erster Spalte 
genau die vorher mit a,; verzeichneten Gréssen. 
Entwickeln wir diese Determinante, so erhalten wir also: 


O51 Clgg - Ag Msg ++ > Ani One 
das heisst, zufolge den bereits gefundenen Beziehungen 
Ves (5, V9 + tg, V3 + «>> + Ont Venn) 
Nun ist aber: 
Ve; = (@ +1, Cg n, 2, 3, OAc i — 1) 
daher ergiebt sich fiir gedachten Minor die Darstellung: 
(3, 4,---) (2, 1) 3, 4,---2) + @, 1) (4, 5, +++, 2) + 
+ TE; 3,2 —1)] 
— (3,4,---) (1, 2, 3,---m) 
Hierdurch ist der Nachweis fiir obigen Lehrsatz erbracht. Wenn 


oder 


wir durch A;; das Komplement von a;; in R bezeichnen, so erhalten 


wir in der That dem Werth und Vorzeichen nach diese Formel: 
ee = eam) (12) — 1, ol, § Lg ly om) 

Das Zeichen dieses Ausdrucks erkennt man auf folgende Weise. 

In A;; ist der Koeffizient von a;; das Quadrat der Pfaffschen Funktion, 
die aus (1, 2,---) nach Tilgung der Indices 7, j entsteht und zwar 
mit dem Zeichen yon (— 1)'+/—1 versehen. Wollen wir rechts den 


Koeffizienten von a;;, das heisst den von — a;; aufsuchen, so ent- 
wickeln wir (1, 2,---) mittelst der bekannten Rekursionsformel, nach- 
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dem wir Sorge dafiir getragen, die Indices 7,j an den Anfang hin zu 
versetzen. Nun ist doch: ; 


(1, 2,-+-”) =(— Lee? agp lie, a ¢—1,4-- Lege g 1, a n) ; 
Daher wird auf der rechten Seite der Koeffizient von — a;; oder 
von — (i,j) genau 
(— 1-8 (1, 8, SL EF GAL GFL 


also derselbe, wie auf der linken Seite der Gleichung. 


§ 18. Lehrsitze liber symmetrische und tiber schiefe Determinanten. : 


Wir wollen jetzt fiir die symmetrischen Determinanten eine Kigen- 
schaft nachweisen, die wegen ihrer Anwendungen auf Geometrie und 
Mechanik bemerkenswerth ist, eine Higenschaft, die zwar schon seit 
den Zeiten Cauchys bekannt ist, aber von Sylvester zuerst in einer 


leicht fasslichen Weise nachgewiesen wurde. 
Sylvester, A demonstration of the theorem that every homogeneous qua-~_ 
dratic polynomial is reducible by real orthogonal substitutions to the form of 
a sum of positive and negative squares. Phil. Mag. ser. 4. vol. 4. 1852 [138—142]. 
Man vergleiche den weiter unten (§ 49) angefiihrten Aufsatz von Siacci, 
Ace. Tor. vol. 7. S. 782 sowie den geschichtlichen Uberblick iiber die hier be- 
_ riihrten Fragen bei Baltzer, Det. 1881. 8, 212 f. und Bemerkungen bei Giinther, 
Buse Det. 1877. 8. 152 f wren 
‘tha for Wir betrachten die Determinante: ‘S 


Ay, — XZ, Mp Peer tas 
As; M3 — “, Aan 
Ani Ane in —— 2 


und setzen dabei voraus, dass a,;—=a;,. Wir wollen diese Determi- | 
nante mit f(—«) bezeichnen und das Produkt f(x) -f(—~2) bilden. 
Wenn wir uns nun gegenwirtig halten, dass die Determinante der a 
eine symmetrische ist, so gewinnen wir durch Multiplikation: | 


Cire x", Cro CL 
ae Pe 
f@)-t(—a)— | te 
Cri Cn2 Op a Oey oy x 


Es ist dabei die Bezeichnung gewihlt: 


4 
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Crp = > O53 
Hh 

Crs ad > Ay 5 Us 5 
go 


Wir denken uns diese Determinante in‘eine Reihe nach steigenden 
Potenzen von (— 2”) entwickelt. Das Glied ohne x wird dann augen- 
scheinlich durch die namliche Determinante dargestellt, in der nur 
x*==0 zu setzen ist, oder auch durch das Quadrat der gegebenen 
Determinante fiir den Fall, dass in ihr x den Werth Null erhilt 
Nennen wir C die Determinante der c, wenn darin a? =O, und A 
die Determinante der a, wobei wiederum x = 0 vorausgesetzt ist, so 
wird C= A® sein. Um zu erkennen, welcher Art die andern Ko- 
effizienten der Entwicklung sein werden, stellen wir uns vor, einem 
jeden Elemente, das nicht ein Hauptelement ist, werde eine Null 
hinzugefiigt, so dass die ganze Determinante die Gestalt einer solchen 
mit binomischen Elementen annimmt. Nun mag die Zerlegung in die 
betreffende Anzahl anderer Determinanten mit einfachen Hlementen 
ausgefiihrt werden. Ks wird dann (wie in § 11 dargestellt ist) der 
Koeffizient von (— x”) durch die Summe aller Hauptminoren gebildet 
von der Ordnung (m — 1) innerhalb der Determinante C; dem ent- 
sprechend wird der Koeffizient von (— x”)? die Summe aller Haupt- 
minoren (nm — 2)-ter Ordnung von C und so fort. Bekannt ist aber 


aus allgemein giiltigen Betrachtungen (Siehe § 15), dass die Summe 


der Hauptminoren v-ter Ordnung in C, dem Produkte zweier anderen 
Determinanten, einem Aggregate gleich kommt, dessen Glieder nach- 
einander je einen Minor v-ter Ordnung des einen Faktors jenes Deter- 
minantenproduktes durch Multiplikation verbunden zeigen mit dem ~ 
Minor gleicher Lage aus dem zweiten Faktor, bei Ausdehnung dieses 


‘Verfahrens auf alle vorhandenen Minoren der v-ten Ordnung. Weil 


nun hier im Besondern C das Quadrat der Determinante der a ist, 
so findet sich: Fir die Determinante C ist die Summe der Haupt- 
minoren von der Ordnung v gleich der Summe der Quadrate aller 
Minoren v-ter Ordnung in A. 

Es ergiebt sich demnach, dass alle Koeffizienten der Entwicklung 
nach Potenzen von (— x”) der Determinante f(x) .f(— a) Summen von 
Quadraten sind von Ausdriicken, die sich aus den a zusammensetzen. 
Nehmen wir die a als reelle Zahlen an, so wissen wir hierdurch, dass 
alle so gestalteten Koeffizienten wesentlich positive Zahlen sind. 


_ Die Gleichung f(a). f(—2) = 0 
2). f(— a“) = 


-kann dann nicht durch ein rein imaginires «, also ein « von der Form 


Pascal, Determinanten. 5 
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qV—1 befriedigt werden, weil, wenn — a? = q’, man bei Hinftthrung 

dieses Werthes in die Gleichung eine Summe von wesentlich positiven 
Zahlen erhalten wiirde, die also nicht Null sein kann. Hierdurch 
wird ersichtlich, 4 weder f(z) =O noch f(—x) =O durch einen 
Werth «= q/V— 1 befriedigt werden. Dem See Oa kann auch 


ein 2 von komplexer Form 
Dd Vay 


diesen Gleichungen nicht geniigen, weil dann, wenn man beispiels- 
weise setzt: 
Oe Pin 


, 
Gag — P = Age 


die Determinante 


a1 — x, Ain 
Ay * Gan 
Ant Sis Og ail 


wiederum fiir z—q/—1 Null werden miisste. Dies ist aber, wie 
wir gesehn, unméglich. 
Also kann x nur reell sein, mit andern Worten: 


Wenn man die symmetrische Determinante von obiger 
Gestalt nach Potenzen von w entwickelt, so hat die Gleichung, 
die das Verschwinden dieses Polynoms in @ aussagt, nur 
reelle Wurzeln. 


Auf diesen Gegenstand beziehen sich die beiden Arbeiten Syl- 
vesters: 


Sylvester, Preuve instantanée d’aprés la méthode de Fourier, de la réalité 
des racines de l’équation séculaire. Journ. f. Math. Bd. 88 (1880) 8. 4.5. 

Sylvester, Sur un déterminant symétrique qui comprend comme cas par- 
ticulier la premiére partie de l’équation séculaire. Journ. f. Math. Bd. 88 
(1880) [6—9]. 


Wir wollen nun einen Lehrsatz mittheilen tiber schiefe Deter- 


minanten, deren Hauptelemente gleich 1 sind. Es lasst sich naém- 
lich zeigen: 


Jede schiefe Determinante, deren Hauptelemente gleich 
1 sind, besteht aus einer Summe von Quadraten. 


Setzen wir an Stelle der Hauptelemente Nullen, so erhalten wir 
eine halbsymmetrische Determinante, die bekanntermassen entweder 
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verschwindet oder ein vollstindiges Quadrat darstellt. Setzen wir im 
Gegentheil Werthe x ein, so entsteht eine andere und zwar schiefe 
Determinante, die sich auffassen lasst als entstanden aus der halb- 
symmetrischen Determinante durch Hinzufjigung von x zu ihren Haupt- 
elementen. Fiir den Fall x 1 hat man dann die vorgelegte De- 
terminante. Man kann dann eine ahnliche Entwicklung, wie im 
Vorangehenden, vornehmen und das dabei entstehende Polynom nach 
den aufsteigenden Potenzen von x ordnen. 

Wie oben wird ersichtlich, dass die Koeffizienten der Potenzen 
von « sich als Summen der Hauptminoren einer gewissen Ordnung 
aus der halbsymmetrischen Determinante darstellen. 

Da nun solche Hauptminoren doch ihrerseits wiederum halb- 
symmetrische Determinanten sind, so ergiebt sich, dass die Koeffizienten 
der verschiedenen Potenzen von x innerhalb der gedachten Entwicklung 
Summen von Quadraten sind. Fiir z—1 schrankt sich die ganze 
Entwicklung auf eine Summe von Quadraten ein. 


-§ 19. Die Determinanten Hankels und mit ihnen verwandte. 


Wir kommen zur Untersuchung einiger besonderen Klassen von 
symmetrischen Determinanten. 

Die von Hankel behandelte Determinante wird mit Hilfe von 
(2m — 1) gegebenen Elementen in folgender Weise gebildet: 


Ay Oy 2% * (Aa —1 
P aids a, Ay J islet 
On—1 Un *** Agn—2 


Eine solche Determinante wurde von Hankel orthosymmetrisch 
genannt, von Sylvester persymmetrisch; Frobenius Bezeichnung zu- 


folge diirfte sie die rekurrierende Determinante heissen. 


Hankel, Uber eine besondere Klasse der symmetrischen Determinanten. 
(Inaug. Diss. Leipzig.) Gottingen 1861. Vgl. auch Baltzer, Det. 1881. 8. 26f. 
und Netto in Encycl. d. math. Wiss., I A 2. Kombinatorik, Art. 27. 


Es ist dieser Determinante eigenthiimlich, dass man sie durch 
eine andere, gleichartige ausdriicken kann, deren Hlemente den 
Differenzen-Reihen der auf einander folgenden Gréssen dy... d2n—2 


entlehnt sind und zwar jene Reihen eréffnen. 


Setzen wir nimlich, ahnlich wie oben 8. 40 
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AY = a, —— Ay 


B® =p 0,2) A? 1, «- (ee eee 


und ziehen von den Elementen der letzten Spalte die der vorletzten 
ab, von denen der vorletzten die der drittletzten und so des weiteren. 
Dann erhalten wir: 


alla” sabes? Fe gon 
Gite itis fille ee 


On 1 AY Ap oink ih pes 


Behandeln wir jetzt diese letztere Determinante mit Anwendung 
desselben Verfahrens, beginnend mit der 3-ten Spalte, dann wiederum 
in gleicher Weise die so gewonnene Determinante von der 4-ten Spalte 
aus und so weiter, so erhalten wir: 


af wea goidernstgh 8 
Oe a de a eh 
An—1 Pa hs Pie. es wir Aaa, 


Wenn wir nun zum Schluss von der zweiten Zeile die erste ab- 
ziehen, ebenso von der 3-ten Zeile die 2-te und so fort, so ergiebt sich: 


XN Ay AS se pea 
A) 4@ go. A” 


PR elie Me ee fa 
eine Determinante, die aus allen den Differenzen 4, welche gleiche 
obere und untere Indices haben, gebildet ist. 

Ks ist bemerkenswerth, dass thatsiichlich diese Determinante mit 
Bezug auf die Gréssen 4, in derselben Weise zusammengesetzt ist, 
wie unsere vorgelegte Determinante beztiglich der Gréssen a. Der 
Ubereinstimmung in der Schreibung wegen kann man die Grésse ay 
mit 4) bezeichnen. 


q = Rk i 
ol | 7 5 
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Im besonderen Falle, bei der Annahme, dass die Ele- 
mente d)..:don—2 eine arithmetische Reihe os 1)-ter Ord- 
nung daratellen, oder also ihre Differenzen der (nm — 1)-ten Ord- 
nung unter einander gleich sind, mithin die Differenzen héherer Ord- 
nung als (n — 1) verschwinden, erhellt; dass alle Elemente, die 
unterhalb der zweiten Diagonale stehen, also alle 4°, bei denen 
k>(m—1), Null werden; in Folge ‘dessen wird die voraus- 
gehende Determinante auf das Produkt der Elemente der 
zweiten Diagonale eingeschrinkt und zwar mit dem Zeichen, 
welches der Potenz 

(— Pees 


entspricht. Mit andern Worten, es ergiebt sich unter diesen Um- 


stinden fiir die Hankelsche Determinante der Werth 
Godt Lavan (nah 


Wenn dagegen die gegebenen Elemente eine arith- 
metische Reihe von niederer Ordnung als (n — 1) bilden, 
dann wird die Determinante gleich Null. 


Und weiter ist die Hankelsche Determinante auch gleich 
Null, wenn ihre Elemente eine geometrische Reihe dar- 
stellen, da ja dann die Hlemente der zweiten Zeile gleiche Vielfache 


derer in der ersten Zeile sind. 
Siehe Giinther, Det. 1877. S. 80. 


Wird a, als eine Funktion von x gedacht und sind a, ... d,—1..- 
ihre auf einander folgenden Ableitungen nach dieser unabhangigen 
Veranderlichen, so nimmt unsere Hankelsche Determinante, wie oben 
(Siehe 5S. 50) schon erwahnt worden, die Gestalt der Wronskischen 
Determinante an. 


Eine Determinante, in deren Aufbau sich eine gewisse verre 
schaft mit denen Hankels zeigt, ist die folgende: 


A, & Sora. Uy x 
il 2 ‘E = 2D, 


Ce Ogert <s. Oage so" 


Fir dieses D, lisst sich eine bemerkenswerthe Rekursionsformel 
auffinden, die seine Berechnung von den entsprechenden Determinanten 
der Ordnungen (n — 1) und (n — 2) abhiingig macht. Man lese: 
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Jacobi, De eliminatione variabilis e duabus aequationibus algebraicis. 
Journ. f. Math. Bd. 15 (1836) [101—124]. Wieder abgedruckt in Jacobi, Ges. 
Werke. Bd. 3. Berlin 1884 [297—320] 8. 315 ff. : 

Frobenius, Uber das Tragheitsgesetz der quadratischen Formen (Fort- 
setzung und Schluss). Math. Mitth. Sitzber. Berlin 1894 [135—159] in § 10. 
S. 142—146 = Akad. Berlin. Ber. (1894) [407—431] in § 10 S. 414418. 

Netto, Zur Theorie der Resultanten. Journ. f. Math. Bd. 116 (1896) 
[3349] S. 44. 


Der Minor, welcher das Komplement zum Elemente a” darstellt, 
ist eine Hankelsche Determinante, die wir H, nennen werden. 


A Oy, +++ An—1 
a. Og as 
Hoses i 
| An—1 On +--+ Agn—2 


Wir werden dann mit H, das Komplement des Elementes x"—1 be- 
zeichnen, also die Determinante, welche man aus der letztbenannten 


erhalt, wenn man ihre Endzeile mit den Hlementen a, @n41...Q2n—1 
besetzt: 


Ay Oy Stee ged 
ay Oy op hl. 
A, = 
An—2 An—1 --- Agn—3 
An, An+1 +--+ Agn—1 


Die Rekursionsformel, von der wir sprachen, ist die folgende: s 
Hy-1D, + (H,-1H, — A, Ha—1 — Ha_1 Hx) Daya + F2D,_; =0 


Wenn wir die Gréssen a als die Koeffizienten binarer Formen 
auffassen, so erhalten die Hankelsche Determinante H, und die De- 
terminante D, fiir die Invariantenlehre der Formen eine hervor- 
ragende Bedeutung. 


Nehmen wir im Besonderen eine binire Form von ungerader 
Ordnung (2” — 1) 


Diese Form lasst sich stets als Summe von m Potenzen 
linearer Formen mit dem Exponenten (2 — 1) schreiben: 


By (%, — 0%, a)?* —* +e By (1, — Oga%q)?™— 1 + + bn (Hy —= Onitg eee * | 


und dabei sind die @ die Wurzeln der Gleichung D, = 0; 


- 


§ 20. Zyklische Determinanten. fal 


die Determinante D, heisst dann die Kanonizante der ge- 
gebenen Form. 
Schreiben wir die letzte Spalte von D, (in homogener Be- 
zeichnungsweise) 
GAD ce 


eee ea 


x,” 
so ist D, eine Kovariante von f und sie ist auch der Determi- 
nante gleichwerthig, die aus den Abgeleiteten der Ordnung (2 — 2) 


von f gebildet ist. 
Betrachten wir nun die andere Form gerader Ordnung (2n — 2) 


2n — 2 
F= rb a = ) CO i waite 


Diese Form ist darstellbar als Summe von (m — 1) Po- 
tenzen linearer Formen, wenn die Determinante H, gleich 
Null ist. Die letztere heisst die Katalektikante der gege- 
benen Form und ist eine Invariante derselben. Hs ist die Deter- 
minante aus den Ableitungen von der Ordnung (2n — 2) von F. 

Wir kénnen uns hier auf Hrlauterungen dieser Gegenstiinde nicht 
einlassen, weil wir dann auf ein fremdes Gebiet tibergehen wiirden, 
namlich auf das Gebiet der Invariantenlehre der algebraischen Formen. 
Es mag mit dem hier gegebenen Hinweis sein Bewenden haben, wir 


wollen verweisen auf: 
Sylvester, Sketch of a memoir on elimination, transformation and cano- 


nical forms. Cambr. Dubl. math. Journ. vol. 6 (1851) [186—200]. 
Sylvester, On a remarkable discovery in the theory of canonical forms 


and of hyperdeterminants. Phil. Mag. ser. 4 vol. 2 (1851) [391—410]. 
Sylvester, On the principles of the calculus of forms. Cambr. Dubl. 


math. Journ. vol. 7 (1852) part 1, sect. 1—3 [52—97] sect. 4—6 [179—217]. 
Cayley, Mémoire sur la forme canonique des fonctions binaires. Journ. 


f. Math. Bd. 54 (1857) [48—58] und Addition au mémoire ... ebenda §. 292. 
Man vergleiche Meyer in Encycl. d. math. Wiss. 1B 2. Invariantentheorie, 
10. 


Art. 


§ 20. Zyklische Determinanten. 


Wir kommen nun zu den sogenannten Zirkulanten oder 
zyklischen Determinanten. Hs sind dies symmetrische Determinanten, 
aber nur aus n Gréssen gebildet. Auf der ersten Zeile ordnen wir 
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diese » Gréssen selbst an, auf die zweite Zeile setzen wir die nam- 
lichen Gréssen, nachdem wir sie mit einander zyklisch vertauscht 
haben, auf die dritte Zeile kommen wieder dieselben Gréssen, die auf 


der zweiten standen, aber auch sie einmal zyklisch vertauscht und so ~~ 


geht es fort. 
Eine zyklische Determinante hat also die Gestalt: 


ay Ag ef @ An 

Ug Wz... Ay 
A es 

Ag Wg ..+ Ay 

An Ay, «++ An—1 


Es leuchtet ein, dass dies eine symmetrische Determinante ist, 
ja sie kann als ein besonderer Fall der Hankelschen, der rekurrierenden 
Determinante aufgefasst werden. Wir wollen sehen, wie sich der 
Werth einer beliebigen zyklischen Determinante bestimmen lasst. 


Mégen o, @,... a, die m Wurzeln (einschliesslich der Hinheit) 
der binomischen Gleichung sein 


2*—1=0 


Dann multiplizieren wir unsere zyklische Determinante mit: 


it 2 n—1 
Gy Of +++ Oy 
2 —1 
D= 1 Qs Orapes) Poy as 
2 n—1 
en 


und setzen im Allgemeinen: 


gp (a) =, + agua + Ont + ...-+@,¢%—1 


Beachten wir, dass 


R 
3 
_ 


und daher: 


so ergiebt sich nach Ausftihrung des angedeuteten Produktes (Zeilen 
mit Zeilen verbunden gedacht): 


ae 


ROA 


- 
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(4) @) 
A.D= a (a), os (ay), eG tn Gp (On) 2s 
ce, p(ce,), Gy (og), + >> Gn P (Cn) 
1 1 es | 
= y(e,)--- p(an) Cry ilPeuiiywn: Ge (De toss 
n—1 n—1 n—1 
Oy a iene 


a daraus: 
f = 1ie—9 ™—2) 9 (o,) Aas, D (on) 


Diese Gleichung ist insofern bemerkenswerth, als sie die Be- 
rechnung der zyklischen Determinante von der Kenntniss der m-ten 
Wurzeln der Hinheit abhaingig macht. 

Man kann sie auch in Worten auslegen: 


Hine zyklische Determinante von der Ordnung m spaltet 
sich in m Faktoren, welche aus ihren Elementen mit Hilfe 
der n-ten Hinheitswurzeln rational zusammengesetzt sind. 


Kin Verzeichniss iiber zyklische Determinanten gelieferter Arbeiten 
folge hier: 
Cremona, Intorno ad un teorema di Abel, Ann. da Tort. t. 7 (1856) 
[99—105]. 
Souillart, Note sur une décomposition de carrés. Nouv. ann. de math. t. 19 
(1860) [320—322]. 
- Zehfuss, Anwendungen einer besonderen Determinante. Zeitschr. f. Math. 
7. Jahrg. (1862) [4839—445]. 
Stern, Hinige Bemerkungen iiber eine Determinante. Journ. f. Math. 
Bd. 73 (1871) [374—380]. 
_ Minozzi, Sopra un determinante.: Giorn. di Batt. vol. 16 (1878) [148—151]. 
Glaisher, On the factors of a special form of determinant. Qu. J. vol. 15 
(1878) [347—356] 
Glaisher, On a special form of determinant, and on certain fonctions of 
m variables analogous to the sine and cosine. Qu. J. vol. 16 (1879) [15—383]. 
Scott, Note on a determinant theorem of Mr. Glaishers. Qu. J. vol. 17 
(1881) [129—132]. 
Muir, On new and recently discovered properties of certain symmetric 
determinants. Qu. J. vol. 18 (1882) [166—177]. 
Torelli, Sui determinanti circolanti. Acc. Napoli, Rendic. anno 21 (1882) 
[83—91]. 
Soleche Determinanten begegnen uns in Fragen der Zahlentheorie 


und bei geometrischen Untersuchungen. 

Kummer, Mémoire sur la théorie des nombres complexes composés des 
racines de l’unité et de nombres entiers. Journ. de math. (Liouv.) sér. 1. t. 16 
(1851) [377498] S. 381. 
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Schitz, Untersuchungen iiber functionale Congruenzen (Inaug. Diss. 
Gottingen) Frankfurt a. M. 1867. ee ; 

Diekmann, Einleitung in die Lehre von den Determinanten und ihrer 
Anwendung. Essen 1876. S. 62 ff. 


Bevor wir einige der Lehrsitze tiber zyklische Determinanten — 


aussprechen, wollen wir bemerken, dass vielfach eine Umwandlungs- 
form unserer zyklischen Determinante als Zirkulante auftritt dergestalt, 
dass in ihr die Symmetrie der Elemente sich nicht auf die Haupt- 
diagonale, sondern auf die zweite Diagonale bezieht, und die erste 
Spalte die Elemente in der Folge @,, Gn, Gn—1,.--, @, aufweist. 
Diese Zirkulante C kann natiirlich nur im Vorzeichen von jener A 
verschieden sein. Wir werden jetzt noch eine Bezeichnungsweise 
einfiihren. 

Im Zusammenhange mit der zyklischen betrachten wir diese andere 
Determinante: i 


yrs y Ott Meri aess a” way 
a, te SoS — a, 
PAL = 
7 A ye ale — ay 
Qn —A, —g... —GAn-1 


welche man aus der zyklischen durch Hinfiihrung des Zeichenwechsels 
bei allen Elementen, die auf der unteren Seite der Nebendiagonale 
stehen, ableiten kann. Diese neue Determinante nennen wir eine 
schiefzyklische, denn es ist dieser Name fiir die héchstens im Vor- 
zeichen von A’ abweichende Determinante gebriuchlich, die auf ent- 
sprechende Weise aus der Zirkulante C hervorgeht. 

Es gelten nun folgende Lehrsitze: 


1, Hine zyklische Determinante von der Ordnung (rm) 
ist mittelst einer zyklischen m-ter Ordnung ausdriickbar, 
in der jedes Element eine algebraische Summe ist von m”—} 
Minoren r-ter Ordnung der gegebenen Determinante. (Torelli.) 


Der besondere Fall, der der Annahme 7 = 2 entspricht, bildet 
einen Lehrsatz von Glaisher. 

Glaisher a. a. O. Qu. J. vol. 16 S. 30f. Man vergleiche den Nachweis 
dieses Satzes durch Muir a. a. O., Qu. J. vol. 18 S. 167f. 

2. Hine schiefzyklische Determinante von der Ordnung 
(rm) lisst sich mittelst einer schiefzyklischen m-ter Ord- 
nung ausdrticken, in der jedes Hlement eine algebraische 


Summe von m”—! Minoren r-ter Ordnung, enthalten in der 


gegebonen Determinante. 


7 
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3. Hine zyklische Determinante von der Ordnung (2m) 
ist das Produkt einer zyklischen m-ter Ordnung in eine schief- 
zyklische derselben Ordnung m. (Scott.) 


Der Einfachheit wegen werden wir dep Lehrsatz 1. nur fiir den 
Fall r — 2 beweisen. Der Nachweis kann dann ohne neue Schwierig- 
keit auf den allgemeinen Fall ausgedehnt werden. (Siehe Torelli a. a. 0.) 

Wir wissen, dass die zyklische Determinante der Ordnung (2m) 
gleich ist: 


2m 
= ies BC Oe Gay fc te Cig at) 


wo aw; (¢=1,2,...2m) eine beliebige Wurzel der binomischen Gleichung 
2m — 1 
Bezeichnen wir mit 
; Yj (Gj == 1; 2i0'm) 
die Wurzeln der Gleichung 
x” =1 
so werden die «; zu zwei und zwei dem absoluten Werthe nach den 


Vy; gleich sein, jedoch die eine das entgegengesetzte, die andere das- 
selbe Vorzeichen haben. Daher kénnen wir schreiben: 


(1 "PE +a Vat: + am Vu) x 
j=1 


>< (a, — a, Vy; +--+ — dam Vye™—*) 
oder: 


c ema al [(a, + 54; + 547 +--+ + Aam—1Yj"—1)? — 
j= SE Cra wk TW om Ba amy ae a amy”)? y)] 


Erinnert man sich, dass y” 1, so kann man den in Klammer 
eingeschlossenen Theil in ein Polynom verwandeln, geordnet nach 
Potenzen von y; bis zur (m— 1)-ten Potenz. Priifen wir die ver- 
schiedenen Koeffizienten der Entwicklung. Wie sich leicht erkennen 
lisst, werden diese Koeffizienten Summen von Minoren zweiter. Ord- 
nung aus der gegebenen zyklischen Determinante sein. 

Wenn zum Beispiel m ungerade ist, so wird der erste Koeffizient: 


Ay? + 2a, dam—1 + 245 dem—3 + +++ + 2Omdm+pe — 
aed Wass oe 2 Gm —1Om +3 art 2 Amn —3%m-+-5 Seas taed LF ESE 242m 


716 Theil Il: § 20. Zyklische Determinanten. Pa 
und wenn m gerade, wird im Gegentheil der erste Koeffizient: 


ape + 2 ds l2m—1 + 2; d2m—8 + a 2m —14m+-8 + Ott = 
— Qin, Am 4-2 — 2 Om — 9m 4-4 vx 2Am—4Om-+6 , a ae ae 22m — AmOm +2 


und ein jeder dieser Ausdriicke stellt die algebraische Summe von 
Minoren zweiter Ordnung dar, die in der gegebenen Determinante 
enthalten sind. 

Hine entsprechende Beobachtung wiirde man nun mit Bezug auf 
die andern Koeffizienten machen kénnen. 

Wenn man dann diese Koeffizienten mit p, p.... pm bezeichnet, 


so ergiebt sich fiir die gegebene zyklische Determinante, abgesehen — 


vom Vorzeichen, der Werth: 


[| @ + peu + + pmo) 


jt 


oder auch, es wird unsere zyklische Determinante die zyklische m-ter 
Ordnung, gebildet aus den Elementen p. 


In ahnlicher Weise wird man mit der schiefzyklischen verfahren — 


kénnen und dann den Lehrsatz 2. erhalten. 
Wir werden nun gradewegs den Lehrsatz 3. erweisen. 


Setzen wir eine zyklische Determinante von der Ordnung (2m) 
voraus: 


ay Ay As --+ Am Om+1 -++ Am = 
As As ay ++ An+1 Um+2... 

Om An+1 An+2.--- Adgm—1 Gam ~2 + Am—1 

Am+1 Um+2 Om+3--- dam Gy  «.. Om 

2m Oy ae) »++ AGm—1 Om se 2 Aam—1 


Wir fiigen zur (m + 1)-ten Zeile die erste hinzu, zur (m + 2)-ten 
die zweite und so weiter. Danach ziehen wir von der ersten Spalte 
die (m -++ 1)-te ab, von der zweiten die (m + 2)-te und so fort. Es ist 
leicht zu bemerken, dass dann alle Elemente, die zugleich in den letzten 
m Zeilen und den ersten m Spalten enthalten sind, gleich Null werden. 
Damit verwandelt sich die Determinante der Ordnung (2m) in das 


Produkt zweier Unterdeterminanten m-ter Ordnung, wovon die eine. 


sich als eine zyklische Determinante darstellt, die andere als schief- 
zyklische Determinante. Setzen wir namlich: 


2 
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Q, + Om+41 = b, CPSC FP; 
Ay + Amte = b, A, — An+2 = Cy 
Om + 2m = bi, An‘ — Ae2m = Cm 


so erscheint dies Produkt in der Gestalt: 


C; COR Rae Ce, By Os Onn gee Og 
os Pee Cg i 2.0 Gy Dy Os Ojo. en 
Cs C4 Cs, eee Ses o< bs b, bs . b, 
Gp —C, —C, ... —Cm—1 Bind iby eae 


Hiermit ist der Lehrsatz bewiesen. 
In der angefiihrten Arbeit von Torelli ist dieser Lehrsatz auf 
den Fall der Ordnung (rm) verallgemeinert. 

' Wir wollen noch andere Betrachtungen iiber zyklische Determi- 
nanten hinzufiigen, die dem genannten Aufsatze von Stern ent- 
nommen sind. 

Wir bezeichnen mit 
oe eee 


die algebraischen Komplemente der Elemente a, a,...a,, die die 
erste Zeile einer zyklischen Determinante C von der Ordnung n 
darstellen. 

Dann gelten augenscheinlich die Gleichungen: 


a,A, + a,A,+--- + aA, =C 
a,4; + Ay aA, = 90 


in A, + a,A, +--+ + G14, = 0 
und daraus erhalt man durch Summation: 
G@pa,+---+o,)(4,+4,+---+4)=C. 

Wenn man nun daran denkt, dass C sich als das Produkt simmt- 

licher Faktoren nach Art von: 
a, + aga + +--+ Anat 

darstellen lisst, wobei « eine n-te Wurzel der Einheit bedeutet (die 
Zahl 1 selbst inbegriffen), so leuchtet ein, dass die Minorensumme 


A, + A, -+---+ A, nichts andres ist, als das Produkt aller Faktoren 
der eben bezeichneten Form, aber unter Ausschluss des Falles « = 1. 
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Wir kénnen folgenden Lehrsatz beweisen: 
Sind a,...a, ganze Zahlen von der Beschaffenheit, dass 


a=a+a,+---+am=09 
so ist der Ausdruck 
‘ A=A,+4,+:---+ 4, 
durch » theilbar. 

Und wirklich kann man zunichst sofort erkennen, dass das 
algebraische Komplement A, des Elementes a,, welches in der ersten 
Zeile erscheint, genau Richt ist demjenigen von @,, das in der zweiten 
Zeile steht Gnd <0 fort, das heisst, die n* Minoren der Ordnung (n — 1) 
sind zu je » unter einander pleieh: be 

Danach wird die Abgeleitete von C in Bezug auf ein Element 
a, gleich dem mit » multiplizierten algebraischen Komplement von a,., 
als Element der ersten Zeile angesehen, also 


10C 
A, = ” OGr 

und weil 
C=a.A 


so ergiebt sich 


oC OA 
Oar = 4 am “Fan 
und daraus 
oA OA 
n(dn— Ay) = afer = Fa) 
Ist a0, dann wird A, = A, fir jede beliebige Kombination 
der Indices y und s, also: 


und weil A, augenscheinlich eine ganze Zahl ist, wenn die a, ... Gn 
ganze Zahlen sind, so erfahrt man, dass A durch m theilbar ist. 


Beachtung Fordiont auch diese weitere Bemerkung tiber zyklische 
Determinanten. 


Das Produkt zweier zyklischen Determinanten der- 


selben Ordnung lasst sich wiederum als zyklische darstellen. 
(Souillart.) 


Zum Beweis dieses Lehrsatzes gentigt es, die Gestalt der einen 
von beiden zyklischen Determinanten abzuindern, namlich in ihr an 
zweiter Stelle die letzte Zeile zu setzen, an dritter Stelle die vor-- 


letzte und so fort, also die Ordnung der Zeilen von der zweiten be- 
ginnend umzukehren. 
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Dann lauten die beiden zyklischen Determinanten: 


Gy dt Anes On y Op 
Oy Oy My --- Ge Oy, | 4 
CEOS IR Rn hea) ee 


und: 


CeO ei D5 70, 

Dn b, bs tee Deas Oya bats (= 1G— 4 (n—2) B 

Reve O «On 0; 

Das zeilenweis gebildete Produkt yon A und B wird danach: 
Gi Cen 
A.B=(— hie (n—2).| Co Cg e+e G 
Cn Cy «++ Cn—1 
Cy = 4b, + dgby + +++ + Anda 


Cy = db, + agby + +++ + abr 
Cz = O30, + ab, + +--+ Ogdn 


wobei: 


Das Zeichen wird +, wenn » von der Form (4p-+ 1) oder 
(4p + 2) ist und wird —, wenn m die Formen 4p, (4p + 3) annimmt. 

Die mit der zyklischen B vorgenommene Verwandlung kommt 
damit iiberein, die auf die erste folgenden Zeilen der Art zu bilden, 
dass man die Elemente im umgekehrten Sinne vertauscht, dem 
gegentiber wie sie in A vertauscht worden sind. 


§ 21. Determinanten von Puchta und Noether. 


Wir schreiten zur Betrachtung von gewissen anderen und zwar 
besonderen symmetrischen Determinanten, die durch Puchta und 


Noether untersucht worden sind. 
Puchta, Ein Determinantensatz und seine Umkehrung. Akad. Wien, 


Denkschr. 38. Bd. 2. Abth. (1878) [215—221]. 
Noether, Zur Theorie der Thetafunktionen von beliebig vielen Argumenten. 


Math. Ann. Bd. 16 (1880) [270—344]. Siehe § 15 [822—325]: Eine besondere 


Klasse von Determinanten. ; 
Noether, Notiz tiber eine Klasse symmetrischer Determinanten. Math 


Ann. Bd. 16 (1880) [551—555}. 
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Puchta, Ein neuer Satz aus der Theorie der Determinanten. Akad. Wien, 
Denkschr. 44. Bd. 2. Abth. (1882) [277—282]. 
Muir, a. a. O. Qu. J. vol. 18 (1882) [166—177] Art. 6—8 S. 169172. 


Solche Determinanten werden in ihrer einfachsten Form fo]lgender- 
maassen dargestellt. ; 

Es sind Determinanten von der Ordnung 2" und ihre Elemente 
ay; befriedigen tiberdies fiir jedes Aow und fir. 7,s<2* die 
Gleichungen 


D1 gk—¥ 54 gk—1 == Ars = Asr 


wobei die Indices mod. 2* reduziert werden. 
Hine derartige Beziehung zwischen den Elementen bewirkt, dass 
die Matrix dieser Determinanten sich aus vier quadratischen Matrices 


wah 
B A| 


zusammensetzt, dergestalt also, dass die, welche sich in diagonaler 
Richtung entsprechen, gleich sind und dass iiberdies jede dieser 
quadratischen Matrices eine Determinante vorstellt, welche ihrerseits 
an derselben Higenthtimlichkeit Theil hat, die die gesammte Determi-~. 
nante geniesst. Hs lasst sich diese Betrachtung fortsetzen. 
Die Gestalt einer solchen Determinante ist die folgende: 


Oy Qo. Mae OG, Ole 
QnA, Ay Ag Ag Ag Ag Ay 


ig Oy, Oy Gy Cy Ag Os Ag 


In der zweiten der oben angefiihrten Arbeiten von Puchta und 
in der zweiten Noethers verallgemeinern die Verfasser diese Deter- 
minantenform noch und stellen so Determinanten her von der Ordnung 
(m1 %...M,), deren Bildung der soeben angezeigten Ahnlich ist. 

Wir wollen den wichtigen Lehrsatz beweisen: 


Die Determinante 4 lisst sich als Produkt von 2« Fak- 
toren darstellen, die in den Elementen a linear sind. 


on Wer 
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Wirklich erhalt man fiir eine Determinante zweiter Ordnung 
| ty Ay 


lly =ai — a3 = (a — @y) (a, + Ay) 


Hine Determinante 4-ter Ordnung erfahrt, wenn wir zur dritten 


- Zeile die Elemente der ersten Zeile hinzufiigen und zur vierten die 


Elemente der zweiten und danach von den Elementen der ersten Spalte 
die der dritten abziehen, von den Elementen der zweiten Spalte die 
der vierten, eine Umwandlung in die neue Form: 


| Ge 5 aT Oy. as, G4 
| Mg — A, A, — ay Oy As 
| 0 0 Ay Gy My + My 
oder auch: | : : at Eby Saoclia 
| @y— As Ay — Ay | | Oy + A, Gy + 
Oa Oe FAs | Ay Uy + My 


Man sieht daher, dass die Determinante vierter Ordnung sich auf 
das Produkt zweier Determinanten der zweiten Ordnung zuriickfiihren 
lasst, die auf gleiche Weise gebildet sind. Fiir die Determinante 
vierter Ordnung ist also unser Lehrsatz bewiesen. Man erkennt jedoch 
leicht, dass man dasselbe fiir einen beliebigen Fall durch ein ahnliches 
Verfahren nachweisen kann, insofern nimlich stets die Determinante 
sich in der Weise umwandeln lisst, dass das gesammte quadratische 
Feld in der unteren und linken Hilfte des Schemas aus Elementen 
Null bestehend erscheint, und die beiden anderen Theilfelder, das 
obere zur Linken und das untere zur Rechten, Determinanten der 
halben Ordnungszahl werden, die jedoch in ihrer Bildung der vorge- 
legten Determinante ganz gleichartig sind. Damit ist dann der Lehr- 
satz im Allgemeinen erwiesen. 

Dieselbe Higenschaft bleibt auch gewahrt bei den &hnlichen und 
viel allgemeineren Determinanten (namlich nicht nur yon der Ord- 
nung 2), wie sie von den oben genannten Verfassern untersucht 
worden. 

Es folge hier eine andere Higenthiimlichkeit der besprochenen 
Determinanten, die leicht zu erkennen ist: 

Die algebraischen Komplemente zweier gleichen Hle- 
mente innerhalb einer solchen Determinante sind auch 
gleiche Determinanten, und mithin ist die zugehérige rezi- 
proke Determinante wiederum eine Determinante dersel- 
ben Art. 


Pascal, Determinanten. 6 
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Und iiberdies: 
In einer Determinante von der angezeigten hee sind die 


komplementiren Minoren mit der halben Ordnungszahl, ab- : 


gesehen vom Vorzeichen, stets unter einander gleich, 


Die erstere dieser beiden Higenschaften ist innen mit den ayklischen 
Determinanten gemeinsam. 

Es sind andere Determinanten untersucht worden, deren Bildung 
viel Entsprechendes zu denen Noethers aufweist. 

W. Voigt behandelt auf dem Gebiete der Physik in einem Auf- 
satze Determinanten der Ordnung (2”) und zwar der Beschaffenheit, 
dass ihre Elemente in den Beziehungen stehen: 


Ak, 284—1 == Agx—1, 22 
Agk, 2a US dh 


Fir »—2 erhalt man dann zum Beispiel eine Determinante 
folgender Gestalt: 


Ges. Eile 
f—e ~h—g| | 
Es wird der Nachweis erbracht, dass eine solehe Determi- 
nante die Summe Yon zwei Quadraten ist. 
Den nimlichen Gegenstand betreffend kann man auch eine Arbeit 
von Drude und eine Mittheilung von Baltzer vergleichen. 
Gegenbauer behandelt in zwei Noten andere, diesen entsprechende 
Determinanten und zwar findet er eine, die der Summe eines Qua- 
drates und eines dreifachen Quadrates gleich kommt, und eine andere, 
die sich als Summe von vier Quadraten darstellt. 


Voigt, Allgemeine -Formeln fiir die Bestimmung der Elasticitiitskonstanten’ 


von Krystallen u. 8s. w. Annalen der Physik und Chemie (Wiedemann) Neue 
Folge, Bd. 16 (1882) [273—321, 398—416] S. 314. 
Drude, Ein Satz aus der Determinantentheorie. Ges. d. Wiss. Gottingen 
Nachr. (1887) [118— 122]. . 
Baltzer, Uber einen Satz aus der Determinantentheorie. Ges. d. Wiss. 
Gottingen Nachr. (1887) [889—391]. 


Gegenbauer, Note tiber Determinanten. Akad. Wien, Ber. Bd. 96. Abth. 2 


(1887) S. ie (2 Uber eine specielle Determinante. Ebenda 8. 489 f. 
Die hier besprochenen Determinanten (wir nannten sie nach 
Puchta und Noether) sind in gewisser Weise verwandt mit den 


zyklischen. Wie diese, besitzen auch sie die bemerkenswerthe Higen- — 


schaft, sich in ein Produkt von soviel rationalen linearen Faktoren 
gorlegon zu lassen, als ihre Ordnungszahl es angiebt. 


— . 


5 4 At eeteet be ae oe 
si > ] 
. : 
t 
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Man wird viel allgemeinere Determinanten untersuchen kénnen 
die als besondere Arten sowohl die zyklischen, als die in diesem 
Paragraphen behandelten in sich begreifen werden. 3s 

Stellen wir uns  Gréssen vor und eine Gruppe von Substitu- 
tionen mit Bezug auf diese Griéssen, eine Gruppe, die nur » Sub- 
stitutionen enthalte; das heisst, wie man sich in der Lehre von den 


‘Substitutionen ausdriickt, ihre Ordnung und ihr Grad seien einander 


gleich. Dann ordnen wir auf eine erste Zeile die m Elemente, auf 
die andern Zeilen vertheilen wir dieselben Elemente, nur in fort- 
laufender Reihe den Substitutionen der Gruppe gemiiss vertauscht. 
Auf diese Weise gelangt man dazu, eine Determinante herzustellen, 
die im besonderen Fall die zyklischen und die von Puchta und Noether 
aus sich hervorgehen list. a 


§ 22—24. Uber Determinanten, die aus Minoren einer andern 
gebildet sind. 


§ 22. Lehrsatze von Spottiswoode (Sylvester) und Franke. 


Wir haben gesehen, wie die zu einer vorgelegten Determinante 
reziproke mit Hilfe der algebraischen Komplemente zu den Ele- 
menten der gegebenen Determinante (also der Minoren (# — 1)-ter 
Ordnung) gebildet wird (Siehe § 8), und es ist ferner deutlich ge- 
worden, dass einfache Beziehungen zwischen der reziproken und der 
gegebenen Determinante bestehen und desgleichen zwischen den Minoren 
der reziproken und denen der gegebenen. 

Nun geht eine ganz natiirliche Verallgemeinerung dieser Betrach- 
tung darauf aus, sich mit Determinanten zu beschaftigen, die nicht 
mehr allein aus Minoren der Ordnung (nm — 1) gebildet sind, sondern 
aus Minoren von beliebiger Ordnung. 

So gestaltete Determinanten, die zusammengesetzten Determinanten 
(compound determinants) sind yon einer grossen Zahl von Schrift- 
stellern behandelt worden. 

Es folge hier, der Zeit nach geordnet, ein Bericht tiber die Lite- 
ratur dieses Gegenstandes, soweit seine Erérterung uns in diesem Para- 


graphen und den folgenden bis einschliesslich § 25 beschiftigen wird. 
Cauchy in der oben S. 25 angefiihrten Abhandlung vom Jahre 1812 theilt 
den ersten der Lehrsiitze mit, die im Folgenden abgeleitet werden. Journ. de 
l’ée. pol. cah. 17 S. 102. = 
Die Hauptsitze dieses Lehrgebiets sind zuerst, allerdings ohne Beweis, durch 
Sylvester bekannt gegeben worden. Sie erscheinen in der von ihm ausgebil- 
deten und als Werkzeug der Forschung hochbewertheten Schreibweise der 


umbral notation. 
6* 
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Sylvester, On the relation between the minor determinants of linearly 
equivalent quadratic functions. Phil. Mag. ser. 4 vol. 1 (1851) [295—305]. 

Verbesserungen zu diesem Abdruck giebt der Verfasser im Cambr. Dubl. 
math, Journ. vol. 8. 8. 62. : 

Spottiswoode, Elementary theorems relating to determinants. Journ. 
f. Math. Bd. 51 (1856) [209—271. 328381], darin § 10. On compound deter- — 
minants [350—372]. Dieser Abhandlung (geschrieben 1853) war im Jahre 1851 
unter gleichem Titel eine gesondert erschienene Schrift vorausgegangen. — 

Janni, G., Nota sopra i determinanti minori di un dato determinante. 
Giorn. di Batt. vol. 1 (1863) [270—275]. 

Franke, Uber Determinanten aus Unterdeterminanten. Journ. f. Math. 
Bd, 61 (1863) [350—355]. 

Borchardt, Anmerkungen zum eben genannten Aufsatze Frankes, ebenda 
S. 353 und 355, wieder abgedruckt in Borchardts Werken [479—482]. 

Reiss, Beitrage zur Theorie der Determinanten. Leipzig 1867. 

Mit einer der Sylvesterschen ahnlichen Bezeichnungsweise und auf Grund 
einiger Siitze tiber Determinantenerweiterung (Riinderung) wird hier die Lehre 
von den zusammengesetzten Determinanten aus einem Gesichtspunkte wesent- — 
licher Verallgemeinerung behandelt und in einem Anhange auf ihre fruchtbare 
' Anwendung im Gebiete der Geometrie hingewiesen. 

D’Ovidio, Nota sui determinanti di determimanti. Acc. Tor. vol. 11 
(1875—76) [949—956]. 

D’Ovidio, Addizioni alla nota sui determinanti di determinanti. Acc. Tor. 
vol. 12 (1876—77) [331—333]. 

Picquet, Sur les déterminants dont les éléments sont tous les mineurs _ 
possibles d’ordre donné d'un déterminant donné. C. R. t. 86 (1878) [310—312]. — 

Picquet, a. a. O. Siehe oben S. 55, Journ. de léc. pol. cah. 45 t. 28 (1878) 
[201243] S. 207 ff. 

Frobenius, Uber die schiefe Invariante einer bilinearen oder quadratischen 
Form, Journ. f. Math. Bd. 86 (1879) [44—71], in § 3 Sylvesters Determinanten- 
satz 8. 53 f. m 

Sylvester, Sur des déterminants composés. Journ f. Math. Bd. 88 (1880) 
[49—67] S. 51. Se 

Borchardt, Remarque relative au mémoire de M. Sylvester sur les déter- 
minants composés. Journ. f. Math. Bd. 89 (1880) [82—85], wieder abgedruckt 
in Borchardts Werken [494—497]. 

Hunyady, Sitze, welche sich auf Determinanten beziehen, deren Elemente 
aus den Elementen adjungierter Systeme zusammengesetzt sind. (Magyarisch.) 
Budapest Ertek. Bd. 7. (1880) Nr. 19 [1—27]. 

Scott, On compound determinants. London Math. Soc. Proc. vol. 14 
(1882—83) [91—102]. 

Barbier, Sur une formule de Lagrange déja généralisée par Cauchy. 
Nouvelle généralisation. C. R. t. 96 (1883) [1845—1849]. 

Barbier, Généralisation du théoréme de Jacobi sur les déterminants partiels 
du systéme adjoint. C. R. t. 97 (1883) [82—85]. 

Van Velzer, Compound determinants. Amer. Journ. vol. 6 (1884) [164—172]. 
Z D’Ovidio, Altra addizione alla nota ysui determinanti di determinantic. 
Ace. Tor. vol. 26 (1890—91) [131—133]. 

Netto, Zwei Determinantensiitze. Acta math. Bd. 17 (1893) [199—204]. 

Musso, Sui determinanti reciproci. Giorn. di Batt. vol. 31 (1893) [201—209]. 

Tn letzterem Aufsatze ist der Verfasser aus Unbekanntschaft mit den voran- 
gegangenen Untersuchungen zu einem nur unvollstiindigen Lehrsatze gelangt, er 
hat dann in einer zweiten Verdffentlichung tiber denselben Gegenstand haupt- 
sachlich die Arbeiten von D’Ovidio verwerthet. 


rat Se Ancora sui determinanti reciproci. Giorn. di Batt. vol, 32 (1894) 


., 
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Frobenius, Uber das Tragheitsgesetz der quadratischen Formen. M 
Mitth. Sitzber. Berlin 1894 [79—94, 135—159] in $4 Sylvesters Dele oes 
satz 8. 80—83 — Akad. Berlin. Ber. 1894 [241—256, 407—431] § 1 S. 242 ff. 
Wieder abgedruckt in Journ. f. Math. Bd. 114 (1895) [187—230] § 1 S. 189 ff. 

Netto, Erweiterung des Laplaceschen Determinanten - Zerlegungssatzes. 
Journ. f. Math. Bd. 114 (1895) [345—352]. u 

Igel, Beweis einiger Determinantentheoreme von Sylvester. Monatsh. 
f. Math. 9. Jahrg. (1898) [47—54]. 


Bezeichnen wir die Binomialzahlen durch das Symbol 


n\ (mw — 1)---(m—m- 1) 
G)— aanantia eG = (%)n 


so gehéren zu einer Determinante D von n-ter Ordnung 


n 2 

(m) 
Minoren der Ordnung m<~m. Denn ein Minor m-ter Ordnung ent- 
steht ja, wenn wir m horizontale und m vertikale Reihen auswihlen. 
Nun k6nnen wir die m horizontalen Reihen auf genau ebensoviel 
verschiedene Weisen wihlen, wie die m vertikalen Reihen; die Anzahl 
der médglichen Wahlergebnisse ist in beiden Fallen der Binomial- 
koeffizient ()n. 

Wir bilden mit diesen (»);, Minoren als Elementen eine Deter- 
minante, deren Ordnung wiederum diesem Binomialkoeffizienten gleich 
kommt. Auf dieselbe Zeile setzen wir alle die Minoren, die mittelst 
derselben m Zeilen von D hergestellt sind, und auf dieselbe Spalte 
diejenigen, zu deren Bildung dieselben m Spalten von D Verwendung 
fanden. 

Wir kénnen diese Elemente in solcher Anordnung voraussetzen, 
dass auf der Hauptdiagonale der neuen Determinante die Hauptminoren 
m-ter Ordnung der gegebenen erscheinen; dann erkennt man leicht 
riicksichtlich der Herkunft konjugierter Elemente die Richtigkeit der 
folgenden Beschreibung. Wenn das Element in der neuen Determi- 
nante, welches seine Stellung gemiss den Indices r,s einnimmt, der 
Minor ist, der durch die Zeilen mit Ordnungszahlen 1, /,... lm und 
die Spalten mit Ordnungszahlen ¢ ¢,.+.¢n gebildet wurde, so wird 
das Element, das die Stelle mit den Indices s,r erhalt, aus den Zeilen 
C, Cg. -+m und den Spalten /,/,...l, entstanden sein. 

Um zu einer bestimmteren Vorstellung iiber die Anordnung der 
Elemente zu gelangen, diirfen wir annehmen, dass innerhalb der ersten 
Zeile zunichst alle Minoren gerader Klasse und dann in der Folge 
alle der ungeraden Klasse angehérenden aufzureihen sind. Hs wird 
dann leicht ersichtlich, dass die Matrix in vier Abtheilungen zerlegt 
werden kann, in zwei quadratische, welche durch die Hauptdiagonale 
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halbiert werden, und zwei rechteckige, dergestalt, dass im ersten Qua- 
drate, dem oberen zur Linken, lauter Minoren gerader Klasse sich be- 
finden, im unteren Quadrate, auf der rechten Seite, wiederum sammt- 


liche Minoren der geraden Klasse angehdren und dass in den beiden 


Rechtecken, dem oberen zur Rechten und dem unteren zur Linken, 


nur Minoren ungerader Klasse vorkommen. Diese sind demnach in — 


s Zeilen und s Spalten vertheilt, deren s* Schnittpunkte Minoren 
der geraden Klasse entsprechen. 

Wir diirfen willkiirlich annehmen, dass die Minoren der ungeraden 
Klasse in dieser Determinante mit negativem Zeichen auftreten oder 
auch mit positivem Zeichen gleich den andern. Der Werth der De- 
terminante wird in jedem Fall derselbe sein, ob nun in dem eimen 


oder anderen Sinne Verfiigung getroffen wird, da ja eine Determinante - 


unverandert bleibt, wenn man die Vorzeichen bei den Elementen 
andert, die auf s Zeilen stehen und zugleich bei denen, die sich auf 
s Spalten befinden, aber nicht bei denen, welche die Schnittstellen 
dieser s Zeilen und s Spalten einnehmen. 

Wir wollen die so gebildete Determinante D,, nennen. 

Auf thnliche Weise kénnen wir die Determinante D,_,, her- 
stellen und in dieser die Elemente so vertheilen, dass in D,, und in 
D,—m de komplementiiren Minoren von D homologe Stellen ein- 
nehmen. 

Bei einer dieser beiden Determinanten werden wir das Zeichen 

der Hlemente, die Minoren ungerader Klasse sind, andern und -dann 
das Produkt von D,, in D,—,, bilden. 
_ Es ist leicht eimzusehen, dass in dem Produkte alle Elemente, 
mit Ausnahme derer, die die Hauptdiagonale der Produktdeterminante 
bilden, verschwinden. Und zwar folgt dies nach dem Lehrsatze, dass 
die Summe der Produkte in m Reihen enthaltener Minoren in die 
algebraischen Komplemente der entsprechenden Minoren, die m paral- 
lelen Reihen angehéren, Null ist. (Siehe 8. 19.) Die Elemente der 
Hauptdiagonale im Gegentheil werden simmtlich der vorgelegten De- 
terminante D gleich. Also diirfen wir schliessen: 


DineD Ee TD 

Dies Ergebniss findet sich bei Cauchy in seiner Abhandlung 
vom Jahre 1812. 

Beachten wir, dass D,, sowohl als D,— in ganze Funktionen der 
Elemente von D sind, und D, solange es eine allgemeine Determi- 
nante vorstellt, nicht in Faktoren zerfallen wird, die als ganze ratio- 
nale Funktionen seiner n? Elemente anzusehen wiiren, so erkennen 


_ = ? 
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wir, dass die vorangehende Beziehung nur dann bestehen kann, wenn 
jeder der Faktoren des ersten Gliedes der Gleichung seinerseits eine 
Potenz von D ist. 

Zu bestimmen, mit welcher Potenz von D der Faktor D,, tiber- 
einkommt, bedarf es nur eines Blickes auf die Gradzahl eines beliebigen 
Gliedes von Dy, 

Nun geht jedes Glied von D, aus (#), Faktoren heryor, von 
denen ein jeder den Grad m besitzt, folglich gehdrt zu einem belicbigen 
Gliede von D,, die Gradzahl: 

m (7) =e ete 


m 12---+ (m—1) 


wihrend in D ein jedes Glied vom Grade m ist. Mithin wird D,, 
gleich sein der Potenz 


m{n 
n\m 
von D, also: 
: n—1 
ea 
und folglich auch: 
n—1 
Tene a Do Hs 


Um sich zu tiberzeugen, dass diese Gleichungen auch dem Vor- 
zeichen nach bestehen miissen, gentigt es, in D fiir alle Elemente, 
mit Ausnahme der Hauptelemente, den Werth Null vorauszusetzen. 
Dann verschwinden auch in D,, alle Elemente bis auf die Haupt- 
elemente, und die beiden Glieder der Gleichung werden ohne Weiteres 
im Werthe und im Zeichen gleich. 

_ Wir kénnen daher sagen: 


Ist eine Determinante D von n-ter Ordnung vorgelegt, 
und bildet man in der angezeigten Weise die Determinante 
der Ordnung (n),, deren Elemente die simmtlichen Minoren 
m-ter Ordnung der gegebenen Determinante sind, so erhalt 
man eine Determinante, die die Potenz (n—1),_1 der ge- 
gebenen darstellt. (Spottiswoode, — Sylvester.) 


Dieser Lehrsatz ist in der oben angefiihrten Abhandlung von 
Spottiswoode (1856) ausdriicklich erdrtert worden, neben ihm findet 
dort der vordem von Sylvester ausgesprochene allgemeine Determi- 
nantensatz Erwihnung, den wir in § 23 darlegen werden. Wenige 
Jahre spiter (1863) tritt in dem Frankeschen Aufsatze der uns vor- 
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liegende Satz wie ein neues Ergebniss auf und Borchardt fiigt die 
Bemerkung hinzu, er sei als besonderer Fall eines Sylvesterschen 
Satzes aufzufassen, womit ersichtlich auf jene allgemeinere Sylvestersche 
Formel, die wir im folgenden Paragraphen mittheilen werden, ange- 
spielt ist. Spiter ist der niimliche Lehrsatz noch ein zweites Mal 
und zwar durch D’Ovidio (1876) als neu veréffentlicht worden. Doch 
hat bald darauf dieser Verfasser in einer ergainzenden Notiz erklart, 
dass Spottiswoode das Verdienst der ersten Mittheilung gebitihre. 
Sylvester bekundet dann im Jahre 1880 in einer Anmerkung, der 
gedachte Satz sei in seinem Aufsatze von 1851 enthalten. Danach 
hat Barbier (1883) einen besonderen Fall unseres Lehrsatzes mit 
dem Anspruch des Neuen ver6ffentlicht und D’Ovidio hierauf wiederum 
(1890) in. einer wesentlich geschichtlichen Anmerkung Bezug genommen. 

Die Vorarbeiten, die diesem Gegenstande gewidmet worden sind, 
haben demnach das eigenthiimliche Schicksal gehabt, wiederholentlich 
unberiicksichtigt zu bleiben, wiewohl die Determinantenforschung derzeit 
mit vorwiegendem Interesse sich auf dem Gebiete der aus Minoren 


einer gegebenen Determinante zusammengesetzten Systeme bethatigte. — 


Wie man sieht, schliesst dieser Lehrsatz als besonderen Fall den 
iiber die reziproken Determinanten (Siehe S. 32) in sich. 


Wir wollen nunmehr untersuchen, ob hier auch ein entsprechender ~ 


Lehrsatz zu dem zweiten, den wir im Fall der reziproken Determi- 
nante gefunden haben, sich aufstellen lasst, und der dort den Werth 
eines Minors der reziproken Determinante aus den Minoren der 
vorgelegten zu bestimmen erlaubte. 

Um ganz bestimmte Vorstellungen zu erwecken und um die Dar- 
legung deutlicher zu gestalten, ist es bei weitem besser, wenn wir 
einen besonderen Fall voraussetzen und an diesem unser Verfahren 
ausfiihren. Dasselbe ist, wie man leicht erkennt, von der Art, dass 
es stets auf einen umfassenderen Fall ausgedehnt werden mag. 

Hs sei die Determinante D von 4-ter Ordnung und m= 2. Die 
beiden Determinanten D,, und D,_,, werden von 6-ter Ordnung sein. 
Die Minoren A®), das heisst die Elemente von D, bezeichnen wir mit 


(i 4), 


indem wir unter (¢j), (kh) beziehungsweise die beiden Indices der 


Zeilen und der Spalten verstehen, die an der Bildung des Minors be- 


theiligt sind. . 
Danach wird die Determinante D, sich darstellen in der Gestalt: 


§ 22. Frankes Lehrsatz. 


(23) Ga) () 
va) (14 
(14 
(14 


(23) (34) (4 


eve ed ED ED EE 
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Die Determinante D,,_» ist dieselbe wie D,, wobei jedoch die Ord- 
oe aller Elemente in angemessener Weise geindert erscheint, namlich: 


peep 


ee oe 


(31) (14) (a2) (23) (24) Gas) 


Wir wollen nun einen beliebigen Minor von D, betrachten und 
zwar wollen wir dazu im Besonderen den ersten Hauptminor 3-ter 
Ordnung wiahlen und diesen, wie folgt, schreiben: 


(13) (es) (G4) (a) (is) ( 


(i2) (33) Ga) Ga) (is) ( 
(2) (8) (64) Co) (is) ( 


12 
24 
a 
24 
34 


24 


0 
0 
1 
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‘Auf solche Art ist der gedachte Minor in die Form einer Deter- 
minante 6-ter Ordnung, D,' entsprechend, tibergefiihrt. Wir multi- 
plizieren ihn mit D,’, nachdem in D,’ bei allen Elementen, die Minoren — 
ungerader Klasse vorstellen, die Zeichen geindert worden. Demnach - 
haben Zeichenwechsel erfahren die Elemente der Stellen: 


TO PL1G, 
25, 26, 
35, 36, 
45, 46, 
a Me 
62, 
53, 63, 
54, 64. 
_ Fithren wir nun die Multiplikation nach Zeilen aus, so ergiebt sich: 


hoa os() 0 0 0 0 
0 Di-,9 0 0 0 
0 


0 0 D 0) (0) 
34 Be ee 20 \ hoe \ (13 
(53 (53 23 93) (53) (23) 
aa 14\ /12\ /23\ /24\ /13 
24) \24) \24) \94 (54) (54) 
56. is) a) 23% fZAN 713 
13) N13) \13 G3) (13) G3 
und dies ist gleich: 
& 240/18 
25) Neo (3 
D3 ery 24\ (13 
WW 24 Ja G4 J Os 
te 24\ /13 
13) \13 ee 
Also lautet das Ergebniss in Worten: Das Produkt des Minors 3-ter 
Ordnung N, den wir hervorgehoben, und der Determinante Dy mn et 
gleich der dritten Potenz von D, multipliziert mit dem Komplement 
des zu N homologen Minors in der Determinante D,—m. Unser Ver- - 


fahren, das nur die angemessene Erweiterung des fiir den entsprechenden 
Fall der reziproken Determinanten angewandten darstellt (Siehe § 8), 


§ 23. Frankes Lehrsatz, Satz von D’Ovidio. 91 


ist durchaus allgemein und man erkennt daher, dass der Lehrsatz aus-- 
gesprochen werden kann: 


_ Das Produkt eines Minors N™ von k-ter Ordnung aus 
der Determinante D, mit D,_» ist gleich der k-ten Potenz 
yon D, multipliziert mit dem algebraischen Komplemente 
des homologen Minors zu N aus D,_». 


~ Also ist: 
Ne . res rpaay Dk : ile) 


lin) Te «| 


das Komplement des homologen Minors zu N in D,_, bezeichnen. 
(Die eckige Klammer mag dabei zu leichterer Unterscheidung von 
Potenzexponenten die Ordnung der Unterdeterminante andeuten helfen.) 


wenn wir mit 


_ Wir wissen weiter, dass: 


i) Maes = pm) 
und daher ergiebt sich: 
ge = wl) 4 pee. 


n—m 


Hieraus erhellt der Lehrsatz: 


Hin Minor N von D,, lasst sich als Produkt darstellen, 
in welchem eine gewisse Potenz von D mit dem algebraischen 
Komplement des zu N homologen Minors in D,_, multi- 
pliziert erscheint. (Dies der Lehrsatz von Franke in dessen oben 
angefiihrter Abhandlung.) 

Uber die Beziehung dieses Lehrsatzes von Franke zu dem Jacobischen 
Satze von den Minoren der reziproken Determinante siehe Reiss a. a. O. S. 50 


und Kronecker, Die Subdeterminanten symmetrischer Systeme. Ak. Berlin Ber. 
Juni—Dec. 1882 [821—824]. Wieder abgedruckt in Kroneckers Werken Bd. 2 


[391—396]. 


§ 23. Weitere Lehrsatze: von Sylvester, D’Ovidio und Anderen. 


An diese beiden grundlegenden Lehrsitze gliedert sich eine grosse 
Zahl anderer Lehrsiitze an, die von verschiedenen Schriftstellern auf- 
gefunden sind und zu deren Erérterung wir jetzt schreiten. 

Wir bilden eine Determinante 4 der Ordnung (m)m. Hs 


sollen deren Elemente die Produkte der homologen Elemente 
aus den beiden Determinanten D, und D,_m sein. Wir 


92 Theil II: § 23. Sylvesters Determinantensatz. i 


machen hierbei tiber diese Determinanten die Annahme, dass 
ihre homologen Elemente komplementire Minoren von D 
sind und dass in einer von beiden Elemente, die Minoren 
ungerader Klasse vorstellen, mit verandertem Vorzeichen 
geschrieben stehen. Hine solche Determinante 4 ist gleich 
einem Vielfachen von D. (D’Ovidio). 


Und wirklich ergiebt sich, wenn man in derselben zur ersten 
Spalte alle die andern hinzuftigt, eine Spalte, deren simmtliche Hle- 
mente gleich D sind, mithin erscheint die Determinante durch D 
theilbar. 

Wenn man, bevor 4 gebildet wird, bei einer der Determinanten 
Dm, Dn—m Me Zeilen derart vertauscht, dass wenigstens eine Zeile 
auf ihrem Platze bleibt, so ist das Ergebniss dasselbe, weil man doch 
bei Anwendung des nimlichen Verfahrens in der ersten Spalte ent- 
weder Elemente Null oder Elemente D erhilt; behalt im Gegentheil 
keine einzige Zeile ihre urspriingliche Stelle bei, dann tritt augenfallig 
fiir die fraglichen Elemente der Werth Null auf, das heisst, es wird 
dann 4 selbst verschwinden. 


Innerhalb der Determinante D wollen wir 4 Zeilen und 4 Spalten 
durch unsere Aufmerksamkeit auszeichnen: es sei D,, der Minor von 
D, welcher bei Tilgung der 4 Zeilen und 4 Spalten hervorgeht. In 
der zu D reziproken Determinante, nimlich in D,_, betrachten ‘wir 
die homologen 4 Zeilen und Spalten und C;, heisse der Minor yon 
Dn—1, der durch die Schnittstellen dieser 4 Zeilen und Spalten ge- 
bildet wird, also das Komplement des zu D,,; homologen Minors 
in pene ° 

Wir wissen, dass unter diesen Umstiinden sich die Gleichung 
ergiebt: 

Ch = DD 


Die 4 Zeilen und Spalten, die in D ausgewahlt wurden, verbinden 
wir nun unter sich zu je m und unterdriicken. nacheinander die m 
Zeilen und m Spalten einer jeden solechen Kombination. Wir erhalten 
im Ganzen (A); Minoren von D, lauter Minoren von der Ordnung 
(n—m), und diese lassen sich in gewohnter Weise so anordnen, dass 
sie die Matrix einer Determinante von der Ordnung (A)m bilden, die 
nichts andres ist, als ein besonderer Minor der Determinante D,—».- 
Der so gewonnene Minor heisse Dj. Multipliziert man jedes einzelne 
Element dieses Minors von D,_», mit D”—1, so erhellt aus dem Lehr- 


? 
satze tiber die Minoren reziproker Determinanten, dass allemal das 


» te 4 


? 
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Ergebniss der Multiplikation ein Minor m-ter Ordnung der Determi- 
nante C; wird, und man gewinnt in Folge davon die Determinante ’ 
aller Minoren m-ter Ordnung der Determinante C). 
In Anwendung des oben bewiesenen Lehrsatzes (Siehe S. 87) kommt 
diese Determinante aber dem Werthe nach iiberein mit der Potenz: 
ae 


on —1 
mithin wird: 
15 ae ph 


und daraus geht hervor: 
(Cat) aes) 
Dig =D" AD 
(Der hier von uns gegebene Nachweis ist der oben angefiihrten 
Arbeit von D’Ovidio Bd. 11 8. 953f. der Atti di Torino entnommen.) 
Wir gewinnen hierdurch den folgenden Lehrsatz Sylvesters 


(a. a. O. 8. 304): 


Innerhalb der Determinante D,_,, ist ein Minor Dj, von 
der Ordnung (Ad), (A >m), dessen Elemente Minoren von D 
sind, gebildet aus (mn —A) festen Zeilen und Spalten und allen 
Kombinationen von (A — m) der iibrigen, gleich der Potenz 
(A—1)m von D, multipliziert in die Potenz (A —1)m_1 des- 
jenigen Minors von D, der aus den (n — 4) festen Zeilen und 
Spalten hervorgeht. 


4-1 A—1 


on = os pm 1 


A—1 


Db 


a 
a (m—1) we 


)a—1) 


Vorstehender Lehrsatz ist durch Sylvester (1851) ohne Beweis 
verdffentlicht worden, ein zweites Mal durch D’Ovidio. 

Fiir 2 =n und mit der Ubereinkunft D,,—= 1 ergiebt sich aus 
ihm der Satz des vorigen Paragraphen (Siehe 8. 87). Will man iibrigens 
diese kiinstliche Bestimmung D,, 1 vermeiden, so lisst sich der 
friihere Lehrsatz auch in der folgenden strengen Weise auf das vor- 
liegende Ergebniss zuriickfiihren. Wir wollen der Determinante D 
eine Zeile und eine Spalte hinzugefiigt denken, die mit Nullen 
besetzt sein mdgen, an deren Kreuzungsstelle aber das Hlement 1 
auftreten soll. Der Werth von D bleibt hierdurch ungeindert, doch 
wird die Ordnung der Determinante auf (n+ 1) erhdht. Setzen wir 
nun 4, so haben wir unseren Lehrsatz dergestalt anzuwenden, 
dass wir fiir die (n — A) festen Reihenpaare (es wird hier (n — 4) 
doch 2 +1—A), also + 1—n)=—1) gerade das beigeftigte 
Reihenpaar waihlen. Damit ergiebt sich Dj, = 1 und Dan = Dr—n 
in der Bezeichnungsweise des § 22. 
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Frobenius hat (a. a. O. Siehe unser Literaturverzeichniss 8. 84f.) 
auf vollig abweichende Art einen besonderen Fall des vorliegenden 
Sylvesterschen Satzes erwiesen, namlich den Fall, wo m=’ — 1 


~ 


gesetzt wird, desgleichen Netto in § 3 (auf Seite 201) seines Auf 
satzes: Zwei Determinantensatze. Auf unsern allgemeinen Lehr- — 


satz ist Netto erst spaiter zu sprechen gekommen, bei Gelegenheit 


einer anderen Betrachtung, die wir in Kurzem werden zu erdrtern — 


haben. (Siehe 8. 97 ff.) 
Kigenartig ist das Verfahren von Reiss, der (a. a. O. Art. 14. 


S. 34f.) den vorliegenden Determinantensatz aus dem Sylvesterschen ~ 


Satze des vorigen Paragraphen unmittelbar durch Erweiterung der 
Elemente des Minorensystems ableitet, wie er auch den genannten 
besonderen Fall unseres Lehrsatzes (Art. 6. 5. 15f.) aus einer noch 
einfacheren Identitét auf gleichem Wege gewinnt. Véllig abweichend 
ist eine Begriindung des Sylvesterschen Satzes durch Picquet, 
wovon in.§ 28 noch eine Andeutung gegeben werden wird. 

Der Unterdeterminante D,,, in D,_,», kénnen wir in D,, das 
Komplement der zu ihr homologen zuordnen, das von der Ordnung 


(2)m — (A)m ist und nach einem oben bewiesenen Lehrsatze (dem Lehr- ~ 


satz von Franke, siehe 8. 91) gleichkommt: 
n a a—1 
Dis DX <7 my—( m 
oder, mit Anwendung des vorausgehenden Satzes, gleich: 
A—1 n A n—1 A—1 n—1 a—1 A—1 
A +@-G-C=) ,0=) Se) 
Der Minor von D,,, um den es sich hier handelt, hat zu Hle- 
menten solche Minoren m-ter Ordnung von D, gebildet also mit 
m Zeilen und m Spalten jener Determinante, die nicht durchaus 
alle unter den 4 in Betracht gezogenen Zeilen und Spalten vorkommen. 
Denn der homologe Minor zu D,» in D,», ist doch mittelst aller der 
Minoren m-ter Ordnung von D hergestellt, die simmtlich in den be- 
stimmten 4 Zeilen und Spalten enthalten sind, also mit andern Worten 
mittelst aller Minoren m-ter Ordnung des Komplementes von D,,, und 
mithin kann sein Komplement als Element keinen einzigen Minor 
dieser Herkunft enthalten. 
Wir gewinnen hierdurch den Lehrsatz yon D’Ovidio: 


Kin Minor von der Ordnung (%)m—(A)m innerhalb der 


Determinante D,, (A> m), als dessen Elemente sich alle Mi- 


noren m-ter Ordnung von D darstellen, zu deren Bildung 
weder die Zeilen noch die Spalten simmtlich unter be- 


> 
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Cina ien. A Zeilen und 4 Spalten ausgewahlt wurden, ist 


gleich der Potenz 
is — | hi 1 
\m — 1) es — 1) 


yon D, multipliziert mit der Potenz 


ta —1 

m—1 

desjenigen Minors von D, der bei Tilgung jener 4 Zeilen 
und 4 Spalten sich ergiebt. 


Dem entsprechend wird man eine Formel auffinden kénnen fir 
das Komplement von D;,, in D,—m, welches in Dy—m der homologe 
Minor zu dem zuletzt betrachteten Minor von D,, ist. Man erhilt 
auf diesem Wege wieder eine Formel von D’Ovidio (a. a. O.). 

Und auf ahnliche Art wiirde man weitere Lehrsiitze von D’Ovidio,. 
von Picquet und Anderen finden, die wir der Kiirze wegen iiber- 
gehen wollen. 


§ 24. Die allgemeinere Aufgabe Sylvesters. 


7 In der oben (Siehe 8. 84) angefiihrten Abhandlung von Sylvester 
(Journ. f. Math. Bd. 88) will der Verfasser nach Einfiihrung einer 
_ schwierigen und unnéthig verwickelten Bezeichnung die folgende Auf- 


L gabe lésen. 
Es sei eine Determinante vorgelegt von der Ordnung: 


ite Mas pH 

Unter den ersten n, Zeilen wihlen wir m,, unter den », folgenden 
m, und so fort und verfahren dann auf ahnliche Weise in Hinsicht 
auf die Spalten. Alle Elemente, die sich auf den Schnittpunkten der 
m, +m, +--- ausgewahlten Zeilen und der gleich vielen Spalten be- 
_ finden, bilden ihrerseits eine Determinante derOrdnung m,-+-m, + ---=m, 
die augenscheinlich ein Minor der vorgelegten sein wird. 

Wir stellen nun alle médglichen Minoren dieser Art her; ihre 


( 4 2 


| Aus ihnen als Elementen wiirde es erlaubt sein, wiederum eine 
Determinante entstehen zu lassen, und diese nennt Sylvester im 
allgemeineren Sinne die zusammengesetzte Determinante. Wenn 
im Besonderen n, = 1, = =0, nm, =n ist, dann kommt man, 
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wie ohne Weiteres einleuchtet, auf den vorher betrachteten Fall zurtick. — 
Fir diesen besonderen Fall wissen wir aber, dass die Determinante, 
die man bilden will, eben eine Potenz der urspriinglichen ist. | 

Nun stellt sich Sylvester die Aufgabe, diesen Lehrsatz auf den 
allgemeineren Fall auszudehnen. ; 

Nennen wir (N,), (N,)--++ die Determinanten, welche durch die 
Kreuzungen der ersten », Zeilen mit den ersten n, Spalten entstehen, 
dann der folgenden n, Zeilen mit den , Spalten und so fort, und be- 
zeichnen wir tiberdies mit (N,N,), (N,N;)--- diejenigen Determi- 
nanten, die mit Hilfe der (nm, + »,) Zeilen und Spalten, der (m, + ng) 
Zeilen und Spalten, ... hergestellt sind, so fand Sylvester eine 
Formel, mittelst deren die allgemeine zusammengesetzte Determinante 
sich als Produkt von Potenzen der (N,), (N,), -++ (N, Ne), (N,N), °° 
(N,N, N;),--: ausdriicken liess. Und dies sind im Grunde gewisse — 
besondere Hauptminoren der vorgelegten Determinante. 

Die Formel Sylvesters ist jedoch irrig, und es wurde dies bald 
danach, im folgenden Bande des Crelleschen Journals, an Hand eines 
Beispiels von Borchardt (im Namen Sylvesters) anerkannt. (Siehe 
oben §. 84.) . 

Um einzusehen, dass es thatsichlich nicht méglich ist, diese zu- 
sammengesetzte Determinante in Form eines Produktes solecher Haupt- 
minoren, wie: (N,), (N,N,),-+- darzustellen, wollen wir einen beson- 
deren Fall berechnen. 

Wir nehmen an: 


8 
M=2, N=, n +n —n—4 
m,= Mm, = 1 My Mm, =m == 2 
Dann hat man es mit einer Determinante D der vierten Ordnung zu 


thun, deren Matrix man sich in vier Quadrate getheilt vorstellen darf. 
Wir benennen, wie aus folgendem Schema 


N, Nis 
No Ny 
ersichtlich wird, der oben eingefiihrten Bezeichnungsweise gemiiss die 
durch jene vier Theilmatrices vorgestellten Determinanten. 
Verkntipfen wir nun paarweise die erste und zweite Zeile mit 
der dritten und vierten und machen entsprechende Kombinationen bei 
den Spalten, so erhalten wir im Ganzen 16 Minoren der zweiten Ord- 
nung, die ihrerseits eine Determinante D§° von 4-ter Ordnung bilden, 


und sie ist ein Minor 4-ter Ordnung der Determinante 6-ter Ordnung 
Dm = D, nach der vorher angenommenen Bezeichnung, 


ad 
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Die Determinante D, ist dasselbe D,, wobei jedoch passende 
Vertauschungen von Zeilen und Spalten vorgenommen sind. Leicht 
erkennt man (an Hand der schematischen Darstellungen auf Seite 89), 
dass das Komplement des homologen Mingrs zu DY in Drz—m genau 
der Determinante 2-ter Ordnung 


(N,N, Ta N12 N51) 


gleichkommt und mithin ergiebt sich, nach der im Lehrsatz Frankes 
aufgestellten Formel, dass die zusammengesetzte Determinante (weil 
D = (N,N) zu setzen) gleich ist: 


(N,N) (N,N, = Ni: Noi) 


und sich daher nicht einzig als Produkt der (N,N,), N,, N, dar- 
stellen lisst, wie es die Formel Sylvesters verlangen wiirde. 
Bemerkenswerth ist die Beobachtung, dass allerdings in beson- 
deren Fallen der durch die Sylvestersche Formel gewtinschte Ausdruck 
moéglich wird. 
Setzen wir zum Beispiel voraus, es handle sich um eine Deter- 
minante der Ordnung », + »,—%m und man nehme 


mM, =, = N—A, N=A, M=A—M. 


Dann kommt man zu den Voraussetzungen eines oben bewiesenen 
Satzes, der eben auch von Sylvester herriihrt, zuriick (Siehe 8. 93), 
und die zusammengesetzte Determinante geht in die von uns als Dim 
bezeichnete iiber. Diese lasst sich aber, wie wir wissen, als Produkt 
ausdriicken von Potenzen der ganzen Determinante und des Haupt- 
minors, der aus den ersten n, Zeilen und Spalten gebildet ist. 


§ 25. Neue Untersuchungen von Netto und von Pascal. 


Bevor wir diesen Gegenstand verlassen, haben wir Untersuchungen 
von Netto einzuschalten, die sich den bisher entwickelten Betrach- 
tungen ganz nahe anschliessen. Wir beabsichtigen von jenem Aufsatze 
Nettos zu sprechen, der betitelt ist: Erweiterung des Laplaceschen 
Determinanten-Zerlegungssatzes. (Siehe 8. 85.) 

Wir wollen den Minor, den man aus einer vorgelegten Determi- 
nante n-ter Ordnung erhilt, wenn man die Zeilen mit Ordnungszahlen 


i, %..-% und die Spalten mit Ordnungszahlen j, j, ...j, unterdriickt, 
bezeichnen: 
S65 bby 
Jija++-Ih 


Pascal, Determinanten. 7 


* 
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Es wird dann die Entwicklung der Determinante dargestellt durch 
(a) a tA,,...g° gare 


Eee) het) Se 
wo (i,...%n), (jy.-+jn) zwei Permutationen der Zahlen 1, 2,...” 
bedeuten. 
Wir betrachten nun eine Determinante A von der Ordnung 
(n +m), die als ersten Hauptminor die bisher besprochene De- — 
terminante #-ter Ordnung enthalte. Nach der obigen Bezeichnungs- 
weise wird das Symbol 


org -+- am 
m+1,...n-+-m 


zur Darstellung der letzteren dienen. 

Fiir unsere neue Determinante A wollen wir einen Summenaus- 
druck, entsprechend dem unter (a) soeben niedergeschriebenen, auf- 
stellen, wobei jedoch gegenwirtig die Symbole 


(i 


ae 
Ji---JIk ‘ 
die Minoren der neuen Determinante bezeichnen und daher die alten — 
Minoren sind, wenn man. dort m Zeilen und m Spalten hinzufiigt. 
Nun ist die Frage, was fiir eimen Werth dann jene Summation 
annehmen werde? 
Netto erweist die Richtigkeit der folgenden Aussagen: 


Der Werth jener Summation ist schlechthin gleich der 
Determinante von der Ordnung (n+ m), multipliziert in die 
erste Potenz der Determinante m-ter Ordnung, die mit den 
m hinzugeftigten Zeilen und Spalten gebildet ist, namlich 
des Minors 

Ay, ONL: 
A Seeernae 
Wenn man aber, anstatt mit der Formel (a) zu beginnen, 
eine allgemeinere Formel der Zerlegung (Siehe § 9) zum 
Ausgangspunkt nimmt, nimlich die Summation von Pro- 
dukten von k Minoren, Cre beziehungsweise in 


my + my tet man 


Zeilen und Spalten ausgewihlt sind, dann stellt sich dag 
Produkt von A in die Potenz (k—1) von 


als Hrgebniss heraus. 


| = > is 
: 
¢ 
G 


oe 
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Netio lsst diesen Lehrsatz (a. a. O. S. 351) zur Beweisfiihrung 
bei jenem’ Hauptsatze Sylvesters dienen, den wir schon besprochen 
haben, nimlich den Satz beztiglich der Minorensystems von der Art 
des De (Siehe § 23.) 


Die beiden hier ausgesprochenen Siitze (der erstere ist als be- 


-sonderer Fall im zweiten enthalten) finden sich auch in dem ein- 


leitenden Abschnitt der Schrift von Reiss: Beitrage zur Theorie der 
Determinanten (dort als 5. Satz S.13 und 6. Satz 8. 14) und dienen 
daselbst gleicherweise zur Ableitung der Sylvesterschen Sitze. 

Wir haben die Absicht, den vorliegenden Lehrsatz auf eine 
leichtere Art, als es durch Netto geschehen ist, nachzuweisen, und 
indem wir uns genau derselben Grundsiitze bedienen, die fiir den an- 
gefiihrten Satz Sylvesters gebraucht wurden. Neben jenem werden 
wir noch einen andern Lehrsatz finden, der als mit ihm eng zusammen- 
gehérig betrachtet werden kann. 

Wir wollen zuniichst einen Hilfssatz vorausschicken. 

Hine gegebene Determinante A von der Ordnung » kann bekannt- 
lich als algebraische Summe der Produkte von k Minoren entwickelt 
werden, deren erster in der Matrix der ersten m, Zeilen, der zweite 
in der der folgenden m, Zeilen und so fort enthalten ist, wobei 


m +m +:--+m=—n. 


Bezeichnet man also soleche Minoren mit 4, so ergiebt sich: 
ee Anes Ing a 


und man weiss, in welcher Art hier die Ausdehnung der Summierung 
verstanden werden muss. 

Wir stellen uns nun folgende Aufgabe. 

In dem vorangehenden Summenausdruck setzen wir an 
Stelle eines jeden 4 dessen Komplement und fragen: Welches 
wird dann der Werth der Summation? Wir werden nach- 
weisen, dass dieser Werth die Potenz (k — 1) von A sein wird. 

Fir & = 2 erhalt man also A selbst wieder, ein selbstverstand- 
liches Ergebniss, da ja dann, wie man leicht erkennt, die verschiedenen 


 Glieder der Summierung ungeindert bleiben und nur die beiden 


Faktoren jedesmal mit einander vertauscht werden. 

Wir wollen die reziproke Determinante zu A bilden und diese 
A’ nennen. In A’ heben wir die zu den 4; homologen Minoren 
hervor und entwickeln daher A’ nach der Formel 


Be, 4 Ain, Ae 
ae 


Univ. of Arizona Library 
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Wir wissen aber, dass A’ = A”—1 und dass iiberdies ein jedes 
4, dem mit A”—! multiplizierten Komplemente des zu 4, homo- 
logen Minors, also des 4,, gleichkommt. Gedachtes Komplement ist 
nun aber 4,—™ Also kénnen wir schreiben: 


Amt et ee SU 7 de. ie 
und daraus folgt, weil ; 


my Ey ff m= 
diese Gleichung: 


>+ An — mm, An — 1h, see An —m, == At > 


womit der Hilfssatz bewiesen ist. 

Wir. betrachten nun eine Determinante der Ordnung (nm + m) 
und die ihr zugehérige reziproke Determinante und werden beide im 
schematischen Bilde, wie folgt, zur Anschauung bringen. 


n m 
—————K 
n N 
== D 
| 
m Ay, Dy coma 
Lisi dy cateseil? 
nN m 
nny Nee, 
n NS 
|= 2)’ — Prt+m-t1 


_ 
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Wir wollen die Entwicklung von N nach Produkten von k Mi- 
noren der Ordnungen m,, m,,... m, ausfiihren und diese Minoren 
mit der vorher angewandten Bezeichnung kenntlich machen. So er- 
giebt sich: 


mY 
Bie lm, Inge Aa 
m+m+:--+m=n 


und wo 4m, denjenigen Minor darstellen mag, den man in WN ent- 
stehen lisst durch Unterdriickung der Zeilen mit Ordnungszahlen: 


wobei 


ne Uy dn —m, 
und der Spalten mit Ordnungszahlen: 

jy Je seein jn—m, 
Ahnliches gilt fiir 4m, ... 4rn,- 

Verstehen wir nun unter A,,,,... Minoren, die man bei Tilgung 
der angegebenen Zeilen und Spalten enale jedoch nicht von der De- 
terminante N, wohl aber von der Gesammtdeterminante D, dann wird 
An, die vas (m+ m,) annehmen und dem onertedd die 
andern Minoren. 

Wir multiplizieren jetzt den Summenausdruck mit 


para * per Dae 


und beachten, dass nach dem Lehrsatze iiber die Minoren der rezi- 
proken Determinanten das Produkt 
Aw Dre-™m—-1 

nichts andres ist, als das Komplement des zu A,,, homologen Minors 
in D’, namlich 4,—,, und ein Minor von N’ ist. Wenn wir auf 
einen Augenblick in A, die letzten m Zeilen und m Spalten aus- 
scheiden, so wird es wieder der Minor von N und An—m, ist dann 
eben das Komplement seines homologen Minors in N’. 

Also ist der ganze Summenausdruck, nach Ausfiihrung des an- 
gedeuteten Produktes, genau derselbe, wie man ihn erhalten haben 
wiirde, wenn man die Entwicklung von N’ als Summe von Produkten 
der k Minoren hergestellt und dann in dieser Summe an Stelle eines 
jeden Minors sein Komplement innerhalb N’ eingesetzt hitte. 

Nach dem oben bewiesenen Hilfssatze wird also das Ergeb- 
niss sein: 

N‘k-1 

Nun ist zufolge des oft angefiihrten Satzes von den Minoren der 

Reziproken: 


102 Theil II: § 25. Untersuchungen von Netto und Pascal. 


NC == DAT 6 on = 
it od 


also ergiebt sich: 
Dig DI. DS ian Bae Ome ee 
ens pe» (k—1) | ae 


9 Sy vee 


. 1,2)... @ 
und hieraus ohne Weiteres (weil m,-+ m, + +--+ m =) 


> By. ss Oy =D: Aiea. 
Damit erscheint der angefiihrte Lehrsatz Nettos bewiesen. 

Wir kénnen jedoch daraus sogleich noch einen weiteren gleich- 
artigen Satz herleiten. 

Zu der gegebenen Determinante N werden wir zunichst die 
Summation bilden, die ihrer Entwicklung entspricht, werden dann an 
Stelle eines jeden Minors sein Komplement setzen und gelangen at! 
diese Weise zu dem Summenausdruck: 


ick Aantyada Asia 


Nun wollen wir, wie friiher, die 4 in diesem Ausdrucke der- 
gestalt umdeuten, dass mit ihnen, den Minoren von N, die letzten 
m Zeilen und m Spalten von D verbunden werden; demnach werden 
aus den 4 Minoren von D, und zwar von den Ordnungen: 

0+ M—M,, N-- MM, +-- = 

Der Unterschied zwischen dieser neuen Summe und der im Lehr- 
satze von Netto behandelten besteht darin, dass waihrend die Faktoren 
jedes Gliedes bei der Nettoschen Formel nicht irgend ein Element 
von N mit einander gemein haben oder, wie wir sagen wollen, nicht 
in NV, sondern nur ausserhalb von NV mit elmnander verflochten sind, 
hier im Gegentheil die Minoren, welche die Faktoren eines und des- 
selben Gliedes darstellen, innerhalb von N und ausserhalb von N in 
Verflechtung stehen. 

Mittelst eines dem friiheren entsprechenden Verfahrens kénnen 
wir diesen neuen Summenausdruck berechnen. Hs geniigt, ihn zu 
multiplizieren mit 

oR aes ; pe ae BS sae 
und zu beachten, dass 


Tae Dmr2 


gerade den Minor von D’ darstellt, der zu dem Komplement: von 
An—m, homolog ist, also den zu An, homologen Minor oder auch, 


ty Spica my i 
' , a 


3 
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was damit gleichkommt, den Minor von N’, der homolog ist zu dem 
Minor 4,,, in N. 

Es wird daher die Summe in ihrer jetzigen Fassung eben nichts 
andres vorstellen, als die Entwicklung von N’ nach Produkten von 
k Minoren und hiernach ergiebt sich mit Benutzung des bekannten 
Werthes von N’: , 


>+ ah aoe Sen An—m == De—-t. Ay, Dire 


Ue a ete 
Also in Worten: 


Es sei eine Determinante von der Ordnung (m+ m) vor- 
gelegt und ihr erster Hauptminor der Ordnung m. Wenn 
man in der Entwicklungsformel dieser Determinante n-ter 
Ordnung, nach den Produkten von & Minoren, jeden Minor 
durch sein Komplement ersetzt und fiir dieses wiederum den 
Minor aus der Determinante der Ordnung (n+ m) einsetzt, 
den man dadurch erhalt, dass man Zeilen und Spalten der- 
selben Ordnungszahlen unterdriickt, wie man sie auszu- 
scheiden néthig hatte, um das gedachte Komplement zu ge- 
winnen, so erscheint als Hrgebniss die Potenz (k —1) der 
gesammten Determinante der Ordnung (w + m), multipliziert 
mit der Determinante, die durch die Schnittstellen der 
letzten m Zeilen und m Spalten gegeben ist. (Pascal.) 


Beziiglich der Betrachtungen dieses Paragraphen hat man zu 


vergleichen 

Pascal, Su di un teorema del Sig. Netto relativo ai determinanti, e su 
di un altro teorema ad esso affine. Acc. Linc. Rendic. 1896 ser. 5. vol. 5. 
1° sem. [188—191]. 

Der Zusammenhang der von uns mitgetheilten beiden Lehrsaitze unter sich 
und mit dem Laplaceschen Zerlegungssatze (Siehe 8. 37f.) bestatigt sich tiber- 
dies in einfacher Weise, wenn man ein allgemeines Verfahren zur Umwandlung 
von Determinantensitzen befolgt, das Muir in zweifacher Richtung unter dem 
Namen des law of complementaries und des law of extensible minors 


dargestellt hat. 


Muir, The law of extensible minors in determinants. Edinburgh Trans. 
vol. 30. part. I (4880—81) [1—4]. 


§ 26. Lehrsatz von Scholtz (Hunyady). 


Es erscheint angemessen, den vorher erérterten Lehrsatzen noch 
den folgenden hinzuzuftigen, den wir den Lehrsatz von Scholtz nennen 
wollen, weil er sich zuerst in einer geometrischen Arbeit dieses Ver- 
fassers vorfindet. Kurze Zeit danach ist er von Hunyady ausge- 
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sprochen und zu dem gleichen Zwecke verwerthet worden. Man 
vergleiche 


Scholtz, Die auf dem Kegelschnitt liegenden sechs Punkte und der Satz — ‘ 


des Hexagrammum mysticum. (Magyarisch.) Muegyetemi Lapok (Polytechnische ~ 


Blatter) Bd. 2 (1877) 8. 65 ff. 

Scholtz, Sechs Punkte eines Kegelschnittes. Arch. d. Math. 62. Th. (1878) 
[317—324] S. 319f. 

Hunyady, Zur Theorie der Flachen zweiter Ordnung. (Magyarisch.) Buda- 
pest Ertek. Bd. 7 (1880) Nr. 5. 

Hunyady, Die Bestimmung der Kurven und Flaichen zweiter Ordnung. 
(Magyarisch.) Budapest Ertek. Bd. 7 (1880) Nr. 18 [1—39]. 

Hunyady, Beitrag zur Theorie der Flichen zweiten Grades. Journ. f. Math. 


Bd. 89 (1880) [47—69] 8. 58. 

Von diesem Lehrsatze handeln dann auch: 

Igel, Zur Theorie der Determinanten. Monatsh. f. Math. 3. Jahrg. 1892 [55—67]. 

Escherich, Uber einige Determinanten. Monatsh. f. Math. 3. Jahrg. 
1892 [68—80]. 

Es sei eine Determinante n-ter Ordnung mit den Elementen 
d,s; gegeben. 

Wir bilden » lineare Funktionen mit ebenso vielen Unbekannten, 
die zu Koeffizienten der Reihe nach die Elemente der verschiedenen 
Zeilen besitzen. 

Wir stellen also auf: 


yy Ly Ayy Ly +++ + AnLn 


gy Ly Agg Ly +> * + AanXn 


Un 1X4 = An2Xy + os Nita +- AnnUn \~ 


und danach bilden wir zu diesen Ausdriicken alle ihre Quadrate und 
die Produkte zu je zweien. Nun stellen wir eine Determinante auf, 
die zu Elementen der ersten ” Zeilen die Koeffizienten der m Quadrate 
und zu Hlementen der folgenden Zeilen die Koeffizienten der iibrigen 
+n” (m—1) Produkte zu je zweien enthilt, natiirlich in der Weise 
geordnet, dass in derselben Spalte aus Quadraten und aus Produkten 
die Koeffizienten der namlichen Gréssen erscheinen. 

Man erhialt auf diese Weise eine Determinante yon der Ordnung 


Hele a 1) are => il) 


die bisher als Determinante Hunyadys benannt worden ist. 
Fiir n = 2 ergiebt sich zum Beispiel die Determinante 

2.41 Uy | 

ey lye” 2 a1 Uae 


44 Ua, yy Ag, yy Ugg + Ayy oy | 


2 
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Nun sagt der Lehrsatz, auf den wir anspielten, aus: 


Der Werth der so gebildeten Determinante ist gleich 
der (n+ 1)-ten Potenz der gegebenen Determinante. 


Diesen Satz werden wir auf demsehhen Wege beweisen, den 
Scholtz und Hunyady an den angefiihrten Stellen eingeschlagen 
haben. 

Setzen wir beispielsweise den Fall » = 3 voraus, dann wird die 
gedachte Determinante 


H— 
2 2 2 : 
yi A19 Ay 244 M49 2 44143 2 A42A43 
2 2 2 : 
Ao, Ago Ags 2 Ag1 Ugg 2 1 Mog 2 Ayo Aes 
2 2 2 ‘ 
Gs4 Aso Ass 2 31 Ago ? Ag1 Use 2 Algo Ags 


y1 Mo, AyM%y9, yg Mog, M44 Aq TF AyyQqq, Wy Mog + GygQy1, Ayy Ugg + yg Hog 
44431, Wyo U3o, Ayg M33, yy Mgq - Wy Mg1,- A44 Ugg + A43M31, Ayo Mgg + Ayg Ugg 


Az4 M31, Ugo M39, Uggs, May Mg9 + Aga Mgy, gy Agg + Ang gi, Ming Azz + ag Ugg 


Wir bezeichnen nun mit A,, das algebraische Komplement von 
@,; in der vorgelegten Determinante dritter Ordnung D. 

Wir wollen dann hier zur ersten Zeile, nachdem wir sie mit 
A,, multipliziert, die vierte Zeile hinzufiigen, multipliziert mit <A,, 
und die fiinfte, desgleichen mit A,, verbunden, sodann zur zweiten 
Zeile, die vorher mit A,, multipliziert wird, die vierte, multipliziert 
mit A,, und die sechste, desgleichen mit A;, verbunden, und addieren 
endlich zur dritten, mit A,, multiplizierten Zeile, die fiinfte und die 
sechste, beziehungsweise mit A,, und A,, multipliziert. 

Danach werden die ersten drei Zeilen: 


aD, 0, 0, aD, aD, 0 
Qe,D, 0, 9, GD, aD, 0 
as,D, 0, 0, dD, a,D, 0 


und mithin findet sich, wenn die Determinante nach Produkten ent- 
wickelt wird, in denen die den ersten drei Zeilen angehérenden Mi- 
noren mit ihren Komplementen verbunden sind, 


| BygQoq AygMq3  Ayy gg + O43 Hee 

4 
Dt. | Gy2Asq  %y3.%33 — AyqAg3 TF 1g Mg 
AgeAzo Ang Agg Ugg lg3 —}- Ogg Age 
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Diesem Ausdrucke gleich ergiebt sich also das Produkt der De- 
terminante von Hunyady in die drei algebraischen Komplemente 
Ay, Agr, Agy. “a " 

Man wiirde zu zeigen vermdgen, dass das Produkt dieser drei 
algebraischen Komplemente genau gleich ist der zuletzt geschriebenen 
Determinante 3-ter Ordnung, doch auch ohne zu dieser neuen Beweis- 
fiihrung iiberzugehn, bemerken wir, dass das Produkt A,,.A,,. As; 
nicht D als Faktor enthalten kann, weil ja keines der A in Faktoren 
zerlegt werden kann und desgleichen D selbst unzerlegbar ist. Also 
kann der Faktor D*, der sich in dem letzteren Ausdrucke findet, nur 
ein Faktor der Determinante H Hunyadys sein und wenn wir dann 
vergleichsweise den Grad eines Gliedes dieser Determinante und eines 


Gliedes von D* priifen, so findet sich, dafs nur 

H= ee - 
sein kann. Hier bedeutet c eine Konstante, deren Werth man iibrigens 
za 1 bestimmt, indem man im Besondern annimmt, es verschwanden 
alle Hlemente von D, mit einziger Ausnahme der Elemente der Haupt- 
diagonale. 

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass dies Verfahren der Beweis- 
fiihrung sich auch im Allgemeinen durchfiihren lisst, mithin ganz 
uneingeschrankt 

A= [D1 

wird. 

In Betreff solcher Determinanten, die zunichst in der Lehre yon 
den Kegelschnitten auftreten, kann man neben den oben schon an- 
gefiihrten noch folgende Arbeiten einsehen: . 

Hunyady, Uber die verschiedenen Formen der Bedingungsgleichung, welche 
ausdriickt, dafs sechs Punkte auf einem Kegelschnitt liegen. Journ. f. Math. 
Bd. 83 (1877) [76—85]. Hin Zusatz des Verfassers im Journ. f. Math. Bd. 92 
(1882) [307—310]. 

Unter dem gleichen Titel finden sich zwei Aufsiitze von Hunyady in 
magyarischer Sprache: Budapest Ertek. Bd. 4 (1875) Nr. 6 [1—23] und Budapest 
Ertek. Bd. 5 (1877) Nr. 4 [1—20], der letztere als Fortsetzung des ersten. 

Mertens, Sitze tiber Determinanten und Anwendung derselben zum Be- 
weise der Satze von Pascal und Brianchon. Journ. f. Math. Bd. 84 (1878) [355—359]. 

Pasch, Uber gewisse Determinanten, welche in der Lehre von den Kegel- 
schnitten vorkommen. Journ. f. Math. Bd. 89 (1880) [247—251]. 

Hunyady, Uber eine Fliiche vierter Ordnung. (Magyarisch.) Budapest 
Ertek. Bd. 8 (1881) Nr. 12 [1—20]. 

; Hunyady, Uber den geometrischen Ort der Kegelspitzen der durch sechs 
Punkte gehenden Kegelflichen zweiten Grades. Journ. f. Math. Bd. 92 (1882) 
[304—306]. K 

Caspary, Uber die Umformung gewisser Determinanten, welche in der 
Lehre von den Kegelschnitten vorkommen. Journ. f. Math. Bd. 92 (1882) [123144]. _ 

Miller, E., Anwendung der Grassmannschen Methoden auf die Theorie 


der Curven und Flichen zweiten Grades. Journ. f. Math. Bd. 115 (1895) 
[234253] § 2. 9, 230f. 


aad nt a 
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§ 27. 28. Determinanten, deren Elemente aus den Elementen 


zweier gegebener Determinanten gebildet sind. 
§ 27. Kroneckers Lehrsatz. 


An die im vorausgehenden Paragraphen durchgeftihrten Uhber- 


: legungen mag hier eine Erérterung der Determinanten sich anschliessen, 
_ deren Elemente aus den Elementen zweier vorgelegter Determinanten 
|= zu bilden sind. 


Von diesem Gegenstande findet man vielfiltige Lehrsitze in ver- 
schiedenen Arbeiten. Wir verweisen auf: 

Sylvester, On a certain fundamental theorem of determinants. Phil. Mag. 
ser. 4 vol. 2 (1851) [142—145]. 

Sylvester, On Staudts theorems concerning the contents of polygons 
and polyhedrons, with a note on a new and resembling class of theorems. 
Phil. Mag. ser, 4. vol. 4 (1852) [335—345]. 

Im Anhang dieses Aufsatzes macht der Verfasser auf geometrische An- 
wendungen seines im Jahre 1851 veréffentlichten Lehrsatzes aufmerksam. 

Kronecker, Bemerkungen zur Determinanten-Theorie. (Auszug aus Briefen 


an Herrn Baltzer.) Journ. f. Math. Bd. 72 (1870) [152—175] 8. 152 f. — Wieder 


abgedruckt in Kronecker, Werke Bd. 1, Leipzig 1895. [237—269]. 

Siacci, Teorema sui determinanti ed alcune sue applicazioni. Acc. di 
Tor. Atti vol. 7 (1871—72) [772—783]. 

Siacci, Intorno ad alcune trasformazioni di determinanti. Ann. di mat. 
ser, 2 t. 5 (1871—73) [296—304]. 

Piecquet, Analyse combinatoire des déterminants. C. R. t. 86 (1878) 
(1118. 1119]. . 

Picquet, a. a. O. (Siehe oben Ende von § 15 und Anfang von § 22) Journ. 
de l’éc. pol. cah. 45 t. 28 (1878) [201—243] S. 214f, 216—218, 234241. 

Hunyady, Siitze tiber eine besondere Gattung komponierter Determinanten. 
(Magyarisch.) Budapest Ertek. Bd. 7 (1880) Nr. 21 [1—15]. 

~' Hensel, Uber die Darstellung der Determinanten eines Systems, welches 

aus zwei andern componirt ist. Acta math. Bd. 14 (1890—91) [317—319]. 

Ferner die oben 8.104 angefiihrten beiden Aufsitze von Igel und Escherich 
aus dem Jahre 1892 und 

Netto, Act. math. Bd. 17 (1893) S. 200 in dem schon 8. 84 beriihrten 
Aufsatze. 

Frobenius, a. a. O. (Siehe Literaturverzeichniss S. 85.) Journ. f. Math. 
Bd. 114 (1895) [187—230], dort wird 8.190 der Kroneckersche Satz auf den 
Sonderfall des Sylvesterschen (Siehe oben 8. 94) zurtickgeftihrt. 


Hin besonders eleganter Satz aus diesem Lehrgebiet ist der folgende, 
sogenannte Lehrsatz Kroneckers. 
Sind die beiden Determinanten gegeben: 
A von der Ordnung n, in den Hlementen a,; und 
B von der Ordnung m, in den Hlementen yy 
und bilden wir alle Produkte 
Cpq = Giz Oar, 
an Zahl n?m? und mit diesen Hlementen (a;;b,,) die Determi- 
nante der Ordnung (nm), indem wir auf dieselbe Zeile alle 
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die stellen, bei denen die Indices (é,) dieselben sind, und 
auf dieselbe Spalte alle Elemente mit den gleichen zweiten 
Indices (j,k) bringen, so wird die Determinante C aus den ¢ 
dann gleich sein 
Ali De . 
Hin leichter Nachweis dieses Lehrsatzes ist von Netto (a.a.0.) 
gegeben, der ihn auf die Entwicklung der Determinante begriindet. 
Um das Verstiindniss des Verfahrens, das man auch fiir den 
allgemeinen Fall anwenden kann, zu erleichtern, wollen wir im Be- 
sondern » = 3, m = 2 voraussetzen. 
Dann wird die Determinante C die folgende: 


41 D14, M1049, 9044, yao, yg 041, yg Oyo 
41094, A409, Ay9Do4, AyQ0o9, 3001, Ag 0o9 
gy Dyy, 1049, gg 41, AggDyg, gg D4, Mog 019 


Ga, 024, Gq4029) AaqD04, Agqbo9, Mg3D21, Ag Doo 


31041, Asx D49, gg O44, MggDy9, gg 041, Ogg Oyo 


Gz, D5, Ag, 0o9, Mgq091, Age 099, gg 0a, gg Ooo 


Nun wollen wir unter den Zeilen dieser Determinante drei Systeme 
von je zwei Zeilen unterscheiden (im Allgemeinen » Systeme von 
je m Zeilen), indem wir in demselben System diejenigen Zeilen ,be- 
greifen, deren Elemente, soweit sie auf ein und derselben Spalte 
stehen, den gleichen Faktor a;; enthalten. Es wird dann ein Minor, 
der innerhalb der Matrix der beiden ersten Zeilen ausgewahlt iat 
stets das Produkt zweier a zum Faktor haben und der andere Faktor 
wird entweder Null sein oder die Determinante der b. Dasselbe trifft 
zu fiir een Minor, der innerhalb der Matrix der dritten und vierten 
Zeile herausgehoben wird und fiir emen solchen aus der Matrix der 
5-ten und 6-ten Zeile. 

Zerlegen wir die Determinante in eine Summe yon Produkten 
der Minoren, die innerhalb der zwei ersten Zeilen, der 3-ten und 4-ten 
und der 5-ten und 6-ten vorkommen, so wird jedes Glied mithin ent- 
weder Null oder es enthalt als Faktor die Determinante. der 6, Zur, 
dritten Potenz erhoben (im Allgemeinen B”). Daraus ziehen wir die 
Folgerung, dass in C der Raber B" enthalten ist. Mit Riicksicht auf 
die Symmetrie zwischen den a und den 0D schliessen wir, dass OC 
gleicherweise auch A” zum Faktor haben muss. Mithin ergiebé sich: — 


C=s.A™, B, 
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Wenn wir hier den Grad von C beziiglich der a oder 6 priifen, so 
leuchtet unmittelbar ein, dass s nur eine Konstante sein kann und 
nicht mehr von den leutenten a,b abhangen darf. Nehmen wir 
weiter an, dass alle a;;, bei denen die Indiges (7,7) verschiedene sind, 
perelivinden und desgleichen alle b,, mit verschiedenen Indices (h, k), 
so folet ohne Weitere: s = 1; und daher wird schliesslich 


C= AmB 


Wegen anderer Beweise fiir denselben Lehrsatz kann man einsehen: 

Hensel und Escherich (a. a. O.) und 

Rados, Zur Theorie der Determinanten. Math. Ber. aus Ung. 8. Bd. 
(1891) [60— 64]. Hier kommt Grassmanns Methode zur Anwendung. 

Igel, a.a.O. Monatsh. f. Math. 1892 weist fiir den besonderen Fall, wo 
A und B Determinanten gleicher Ordnung und auch ihre homologen Elemente gleich 
sind, die Hunyadysche Determinante als Theiler der Kroneckerschen nach. 


’ § 28. Lehrsatze von Picquet, von Sylvester und Anderen. 


Wir gehen jetzt zu einem andern Lehrsatze, der von Picquet 
nachgewiesen ist, tiber. (Siehe S. 214 der im Journ. de Véc. pol. ent- 
haltenen Abhandlung.) 


Es moégen zwei Determinanten A und B von der Ord- 
nung » vorgelegt sein. In einer von beiden, zum Beispiel 
in A wollen wir an Stelle von m Spalten, die auf jede nur 
irgend mégliche Weise ausgewahlt sein sollen, m Spalten 
aus B einsetzen. 

Jedes Mal erhalten wir dann eine Determinante von der 
Ordnung m und im Ganzen ergeben sich deren (”)mn, genau 
soviel, als das Quadrat der Binomialzahl (m), angiebt. Die 
Determinante D,, nun, die wir aus ihnen bilden kénnen, 
indem wir in derselben Zeile alle Determinanten vereinigen, 
die bei Ausscheidung der nimlichen m Spalten von A ent- 
standen, und in derselben Spalte alle die Determinanten, 
welche neu Unterdrtickung von je m auf jede médgliche 
Weise ausgewahlten Spalten von A der pena ne der 
namlichen m Spalten von B in die frei gewordenen Platze 
ihr Entstehen verdanken, die so gebildete. Determinante 
Dy, ist gleich 

(are 20 
Al m Pret 

Aus diesem Lehrsatze lisst sich in einem besonderen Falle seiner 

Anwendung der nach Sylvester benannte Satz herleiten, den wir in 


i 
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einem vorausgehenden Paragraphen (Siehe § 23) nachgewiesen haben. ‘ 
Es ist dies durch die Ausfiihrungen Picquets auf Seite 216—218 — 
seiner oben angefiihrten Arbeit ersichtlich geworden. 7 

Der Beweis des Picquetschen Lehrsatzes ist nun einfach. 

Jedes Element von D,, ist eine Determinante, die (n — m) Spalten 
aus A und m Spalten aus B enthilt. Hine soleche Determinante kann 
man entwickeln als algebraische Summe von Produkten, worin Minoren — 
der Ordnung (x — m) von A mit Minoren der Ordnung m von B 
multipliziert auftreten. Es wird dann zum Beispiel jedes Element 
der ersten Zeile von D,, einzeln sich darstellen als Summe von Pro- 
dukten, die dieselben Minoren der Ordnung (7 — m) von A in die 
(2)m Systeme von Minoren m-ter Ordnung aus 6 multipliziert ent- — 
_halten, jedes solche System bestehend gedacht aus allen den (”)m Mi- — 
noren, die in denselben m Spalten, wie in einer Matrix, einge- 
schlossen sind. 

Auf diese Weise erkennt man, dass D,, als Produkt zweier De- 
terminanten erscheint, von denen die eine die Minoren der Ordnung 
(n —m) von A zu Elementen hat und die andere die Minoren m-ter 
Ordnung von B, wenn man Sorge trigt, bei einer von ihnen das ~ 
Zeichen derjenigen Elemente zu findern, welche Minoren ungerader 
Klasse entsprechen (was ja bekanntlich den Werth der Determinante 
ungedndert lasst). 

Wir wissen aber (Siehe § 22), dass die Determinante A,_,,, die 
die Minoren der Ordnung (x — m) von A zu Elementen hat, den Werth — 

ress 
besitzt und dass der mit den Minoren m-ter Ordnung von B gebildeten — 
Determinante, also B,, der Werth 

pineal 
zukommt. Damit ist also unser Lehrsatz bewiesen. 

Im Zusammenhang mit der Determinante D,, kann man die De- — 
terminante D,,, betrachten, die man auch bei Vertauschung von 
A und B in dem Hingangs des Paragraphen dargestellten Verfahren — 
erhalt, das heisst, indem man an Stelle von m auf jede mégliche 
Weise in B ausgewihlten Spalten m Spalten yon A einsetzt. 

Man gewinnt daher: 


n—1 


Vee = Ae , BA m 
Das Produkt der beiden D,, und D,—», wird sein 


Ale») , Blin) 


4 


§ 28. Lehrsatz von Sylvester. of 


; _ Ordnen wir die Elemente der beiden Determinanten Din Die 
_auf passende Weise, niimlich so, dass homologe Elemente in ihnen 
-stets zwei Determinanten entsprechen, von denen die eine (n — m) 
Spalten von A und m Spalten von B, die andere die iibrig- 
bleibenden m Spalten von A und die tibrigbleibenden (x — m) 
von B enthilt. Dann lasst sich das folgende Verhalten aufzeigen: 


Wenn-man mit den beiden Determinanten D,, und D,_m 
ihr Produkt nach Zeilen bildet, so werden die Hauptelemente 
des Produktes gleich dem Produkte A.B und die andern 
Hlemente werden Null. 


Dies bildet den Inhalt eines Lehrsatzes von Sylvester, der von 
ihm schon im Jahre 1851 (in der im Anfang des § 27 angefiihrten 
Arbeit S$. 143) veréffentlicht worden ist. 

Wir wollen eine Matrix herstellen, die als erste Spalten ( — m) 
Spalten von A enthilt und als weitere Spalten alle die B zugehérigen 
und so auch eine zweite Matrix, die an erster Stelle die tibrig- 
bleibenden m Spalten aus A und im Anschluss daran alle Spalten 
von B& in sich begreift. 

Wir bilden alle Determinanten n-ter Ordnung, die innerhalb der 
ersten Matrix liegen und stets die festen Spalten von A einschliessen, 
und verfahren desgleichen mit Bezug auf die zweite Matrix. Hs ge- 
lingt dann, jene ersteren Determinanten mit diesen letzteren paarweise 
und eindeutig in Zusammenhang zu bringen, indem wir diejenigen als 
auf einander bezogen (korrespondierend) betrachten, die nicht eine 
einzige Spalte von B gemeinsam haben. Dann werden die homologen 
Elemente zweier homologen Zeilen in D,, und D,—,, zu korrespon- 


-. dierenden Determinanten. Die Summe der Produkte solcher Paare 


wird (wenn man den Determinanten aus der zweiten Matrix das 
negative Zeichen giebt, im Fall sie ungerader Klasse angehéren) ein 
Hauptelement der Produktdeterminante D,,.D,—m sein. 

Nennen wir «a, «,... die Minoren von der Ordnung (n — m), 
enthalten in den (m — m) Spalten von A und o% a... ihre alge- 
braischen Komplemente; es sind dies die Minoren m-ter Ordnung, die 
in den andern Spalten vorkommen (und negativen Zeichens, wenn zur 
ungeraden Klasse gehdrig). 


Bezeichnen wir weiter mit 


Bus Bis eek 
Box Bos hes 
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die Minoren der Ordnung m, die in B enthalten sind, und mit 


Bir Biz --- 
Br Box. - 


deren algebraische Komplemente von (» — m)-ter Ordnung. 
Danach wird das Hauptelement des Produktes D,.Dn—m sich 


darstellen in der Form: 
SS. (Sai: =H: Bix) == Dott, SB Bie 
j i k ik j 
Fiir ¢ =k erhalt man: 
e500! > By: Bji 
a i 


was dem Produkte A.B gleichkommt und fiir iz k ergiebt sich der 
Werth Null, da ja nach einer bekannten Determinanteneigenschaft 


> Bj: Bix = 0 
J 
wenn iz k, (Siehe 8. 19.) 


Dem entsprechend wiirde man nachweisen, dass die nicht auf 
der Hauptdiagonale befindlichen Elemente Null. sind. 

Die beiden hier betrachteten Determinanten D,, und D,— _m haben 
zu einander ahnliche Beziehungen, wie zwei Determinanten, von denen 
die eine aus den Minoren der Ordnung m, die andere aus denen der 
Ordnung (n — m), die zu ein und derselben vorgelegten Determinante 
gehéren, gebildet sind. 

Die Ahnlichkeit erstreckt sich noch bis auf die Beziehungen 
zwischen ihren Minoren. Man kann da den folgenden Lehrsatz 
(von Picquet, a. a. O. Journ. de l’éc. pol. 8. 238 ff.) nachweisen: 


Kin Minor von D,, ist gleich dem algebraischen Kom- 
plemente des zu ihm homologen Minor in D,_», multipli- 
ziert mit einer Potenz von A und einer Potenz von B. 


Den Beweis dieses Lehrsatzes kénnen wir auf folgende, héchst 
einfache Weise durchfiihren. 

Es moége bezeichnen d;; die Elemente von D, und dj; die 
VOL Asn: 

Wir betrachten, um bestimmte Vorstellungen zu erwecken, den - 
ersten Hauptminor von r-ter Ordnung in D,. Ihn kénnen wir unter 
Anwendung der Bezeichnung t = (n),, schreiben: 
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diy +> hy Ayrti:++ Ai 
dry fe pp a ae dt 
D pacinad Ot baad bark ee 


(MEPS at) oe T 


113 


Das Produkt dieser Determinante in D,,_,, wird in Folge des 


zuletzt bewiesenen Lehrsatzes: 


A atincoll heheh a Ae 
0 AB es. 0 da, rr 
GO = a SRsa' SL 
ae os Oy dca aya 
Oe AO. he, 


oder 


pte tet PF Ops 3 
; pinay A’. Br 


(PETS ae 


, 
: dit 


- dit 
» doy 


> Unt 


Ay 4-1, t 


und, da man weiss, dass D,_,, seinerseits gleich einer Potenz von A 
multipliziert mit einer Potenz von B ist, so erscheint der Lehrsatz 
bewiesen. In der That findet man, dass der Minor r-ter Ordnung 
yon D,, gleich dem algebraischen Komplemente des ihm entsprechenden 


Minor in D,—» ist, multipliziert mit 


Array) BC’) 


Wir wollen zum Schluss dieser Betrachtungen noch anmerken, 
dass, wenn man im Besonderen die zweite Determinante B in 


der Gestalt voraussetzt: 


1 Po 
oF all cesta 
i GeOioee ones. 1 
PEO. Ons I 


Pascal, Determinanten. 


~~ 
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dann die Lehrsiitze dieses Paragraphen jene von § 22 in Wiederholung 
ergeben, und die Determinanten D,,, Dn—m unserer jetzigen Eroérterung 
in umgekehrter Folge die aus Minoren der Determinante A von 
m-ter und (n — m)-ter Ordnung dargestellten Determinanten werden, 
die wir in jenem Paragraphen mit denselben Buchstaben bezeichnet 
haben. 

An die Gruppe von Erwigungen, die sich auf Determinanten 
beziehen, die mit den Elementen zweier andern hergestellt sind, kntipft 
auch eine Arbeit von Siacci an, die von uns bereits (S. 107) an- 


gefiihrt wurde. 
Siacci, Acc. di Tor. Atti vol. 7 8. 772; Ann. di mat. vol. 5 S. 296. 
Sind zwei Determinanten gegeben: 


A =|\a,,| 
B =="b,e 


und bildet man die Determinante P, deren allgemeines Element sei 


AGrs + ub,s 


so sagt der erste der Lehrsitze von Siacci aus: 


Die Determinante P ist gleich dem Produkt der beiden 
Determinanten A, B, multipliziert mit einer Determinante, 
deren allgemeines Glied sich darstellt als 


Ars + AB;s 


wo A,,, B,, die Komplemente der Elemente a,;, b,, in 


A, B sind. 


Wir werden nicht auf Hinzelheiten bei diesem und den andern 
Lehrsatzen eingehen. Es mag geniigen, nur einen Hinweis darauf 
mi geben. 


Man lese mit Bezug auf den Gegenstand dieses Paragraphen auch: 

_Pascal, Sulle varie forme que possono darsi alle relazioni fra i determi- 
nanti di una matrice rettangolare, Ann. di mat. ser. 2 t. 24 (1896) [241253] 
in § 3 8. 246 ff. 

Es werden dort mit Benutzung des Ergebnisses der folgenden Paragraphen 
29—31 den hier erérterten Picquetschen Siitzen drei neue hinzugefiigt und diese 
als erweiterte Gestaltungen fritherer Lehrsiitze erwiesen, des Satzes von Minoren 
der reziproken Determinante (S. 33f.) und der Sitze aus § 23 von Sylvester 
und D’Ovidio. 

Man vergleiche zu dem Inhalte unserer §§ 22, 23, 28 Scott, Det, 1880.. 
chap. 5 [55—66]. 
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§ 29—31. Beziehungen zwischen den Determinanten, die in einer 
Matrix enthalten sind. 


§ 29. Untersuchung von Vahlen. 
% 


Hs mag eine Matrix von m Zeilen’ und n Spalten vorgelegt 
sein (m <n). 

Mit den in ihr enthaltenen Elementen lassen sich (x), Determi- 
nanten m-ter Ordnung herstellen. Man frage nun: Wie viele von 
diesen sind unabhingig? Oder mit andern Worten: Wie viele von 
einander unabhingige Gleichungen bestehen zwischen ihnen? 

Hs seien a,,; die Elemente dieser Matrix: 


M11 Gig ..- Gin 


Ag, Ag, ..- Aon 
Ami Ame... Ann 


Zunichst haben wir anzumerken, dass eine identische Gleichung 
zwischen den in dieser Matrix enthaltenen Determinanten m-ter Ord- 
nung sich immer in Theile wird zerfillen lassen, deren jeder aus 
solechen Determinanten homogen zusammengesetzt sein muss; eine 
jede von diesen Determinanten ist homogen vom Grade m in den 
Elementen a und jeder einzelne der gedachten Theile, gleich Null 
gesetzt, wird fiir sich eine identische Beziehung darstellen. 

Also werden sich alle oben geforderten Gleichungen stets dazu 
bringen lassen, dass sie in den (”), Determinanten homogen erscheinen. 

Wenn wir iiberdies sammtliche Elemente a,, vermége der linearen 
Substitution 


m 
/ 
Ay 3 = Oy Ain 
ii 


umformen, dann wird jede in der Matrix der a enthaltene Determi- 
nante gleich der entsprechenden, die man in einer Matrix der a’ an- 
zunehmen hat, multipliziert mit der Determinante der «w; es bleiben 
daher die homogenen Beziehungen zwischen jenen Determinanten un- 
verandert und die Gréssen « treten darin nicht auf. 

Inzwischen kénnen wir tiber die m? beliebigen Gréssen « in der 
Weise verfiigen, dass gleichviele von den Elementen a’ bestimmte 
Werthe annehmen. Danach werden die (m),,—1 Verhialtnisse der 
Determinanten Funktionen von nur nm — m? = m(n — m) beliebigen 


Elementen und hieraus ersieht man, dass héchstens nur 
8 # 
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n 
(i) —1— mm —m) 
Gleichungen zwischen diesen Verhiltnissen bestehen kénnen. Das 
kommt aber mit dem Vorhandensein der gleichen Anzahl von homo- 
genen Beziehungen zwischen denselben Determinanten tiberein. 

Wir werden nun zeigen, dass sich wirklich ebenso viele Be- 
ziehungen und zwar simmtliche von einander unabhiangig her- 
stellen lassen. 

Betrachten wir die Determinante D, die aus den m ersten Spalten — 
gebildet ist, und dazu ihre Reziproke, deren Element wir mit A,, be- 
zeichnen. 

; Danach richten wir unsere Aufmerksamkeit auf eine beliebige 
Determinante A, die aus den Spalten der Ordnungszahlen 7, r, ... 7m 
besteht. 


Wir wollen nach Spalten das Produkt der beiden Determinanten 
bilden: 


Air, Mir, -+- Ur, Ay, Ajg ... Aim 
Ger, Gar, .-- Oar, | Ag; Ag. ... Aom 
Amr, Amr, e's: 16 Am rm, An1 Ans see Avira 


Hin beliebiges Element der Produktdeterminante, in der Stellung 
a, $ wird dann: 
Ar, Ars + Gyr, As + ee a + OmrsAms 


und dies ist nichts andres, als die Determinante 


O41... Am 
D= 
Ami+++ Anm 
wenn man an Stelle der s-ten Spalte die Spalte der Ordnungszahl 1; 
aus jener vorgelegten Determinante A einsetzt. 

Das Ergebniss der Multiplikation ist also eine Determinante, deren 
Elemente ihrerseits wiederum Determinanten sind, und zwar werden die 
letzteren aus D dadurch hergeleitet, dass man die Spalten dieser aus- 
gezeichneten Determinante nacheinander und einzeln durch diejenigen 
der Ordnungszahlen 7,,7,,...7%m ersetzt. 

Nun weiss man aber, dass die Determinante der A ihrerseits der 
Potenz (m — 1) von D gleich ist, also lasst sich, wie leicht ersichtlich, 
durch eine jede der aufgestellten Gleichungen eine Beziehung zwischen 
den Determinanten der Matrix darstellen. 

Priifen wir inzwischen diese Beziehungen. 
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Wenn A mit der Determinante D tibereinstimmt, dann erhilt 
man augenscheinlich eine Identitit. 

Wir nehmen weiterhin alle A von der Beschaffenheit in Betracht, 
dass (m —1) ihrer Spalten aus der Zahl der Spalten von D ent- 
nommen und nur eine unter den (x — m) tibrigbleibenden der ge- 
gebenen Matrix ausgewahlt ist. Es leuchtet ein, dass A von solcher 
Beschaffenheit der Anzahl nach m(n—m) vorhanden sind. Sie 
nun geben identischen Beziehungen ihren Ursprung, weil die Deter- 
minante, die dabei auf der rechten Seite erscheint, niimlich 


IT, BOs = 0 
Oy UO 20 
OD 0. Dias U 
0,020 .3- A 


oder eine auf Reihenvertauschung beruhende Umwandlungsform hierzu 
nach ihrem Werthe: D”™—1.A mit der linken Seite tibereinstimmt. 

Die anderen Beziehungen, die man erhilt, wenn man A auf jede 
weitere mégliche Art sich andern lasst, der Zahl nach 


as — 1—m(n — m) 


Gleichungen, sind sicherlich alle von einander unabhingig, weil bei 
einer jeden von ihnen linksseitig ein Faktor (und zwar ist dies A) 
erscheint, der von einer dieser Beziehungen zur andern wechselt und 
niemals auf der rechten Seite vorkommt. Wirklich wird die rechte 
Seite in jedem Falle von Determinanten gebildet, die sich aus der 
urspriinglichen Determinante D mit Veranderung einer einzigen 
Spalte herleiten lassen, wihrend das linker Hand auftretende A stets 
eine Determinante ist, bei der wenigstens zwei Spalten von denen 
in D abweichen, da man ja andernfalls identische Beziehungen erhalt. 
Ks stellt sich hiernach als erwiesen heraus: 


Unter den (m),, Determinanten m-ter Ordnung einer Matrix 
aus n Spalten und m Zeilen bestehen 


i) —1—m(n—m) 


m 
unabhingige Gleichungen. 
Dieser Nachweis ist in einem neueren Aufsatze von Vahlen 
enthalten: 


Vahlen, Uber die Relationen zwischen den Determinanten einer Matrix. 
Journ. f. Math, Bd. 112 (1893) [306—310]. 
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§ 80. Formel von Netto, eine verwandte von Pascal. 


Es ist von Wichtigkeit, den Grad der im vorangehenden Para- 
graphen aufgefundenen Gleichungen hier anzumerken. 
Nehmen wir zuniichst dn, dass nur zwei von den Ordnungszahlen 


Tey Vota as 
verschieden sind von den Zahlen 
PPOs oy 


Demgemiiss mégen zum Beispiel die Ordnungszahlen r,s unter den: 
m+1, m+2,---n 
gewihlt sein. 


Die den gedachten beiden Zahlen entsprechenden Spalten wiirde 
man an die Stelle derer mit den Ordnungszahlen 7 und j zu setzen 
haben. 


Dann wird auf der rechten Seite die erste Zeile in ihrem ersten 


Elemente dem Werthe von D gleichkommen und in den andern ~ 


Elementen allen dem Werthe Null; die zweite Zeile im zweiten Hle- 
mente dem Werthe von D und in den andern der Null und so wird 
es mit allen den andern Zeilen gehen, ausgenommen nur die 7-te und 


j-te Zeile, in denen in guter Ordnung, wie folgt, die Determinanten | 


(2 --sm) Grd -:-m) + (2-4) 
(S92 22. m) (1 $8 ---m) ~+= 2 <-9 3) 
erscheinen werden, wenn wir mit dem Symbol 
(ry 2 +--+ m) 
die Determinante andeuten, die aus den Spalten mit Ordnungszahlen 


Py 2yo+ 8 
besteht und so fort. 
Die Entwicklung der rechten Seite wird nunmehr (da ja die 
Elemente D simmtlich auf der Hauptdiagonale stehen) sich darstellen 
in dem Produkt 


Dr-2 (1,2---¢—1,7,¢-+1---m) (1, 2°--j—179 +4) 
(1,2---¢—1,8,¢-+1---m)0,2---j—1,8j+1---m) 


Wenn wir daher mit der linken Seite vergleichen und den ge- 
meinsamen Faktor D”—? unterdriicken, so erhalten wir eine Beziehung — 


zweiten Grades in den Determinanten. Dergleichen Beziehungen er- 


> 
- 
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_ geben sich der Zahl nach (n — m),-(m),. Entsprechend erhalt man 


ihrer (n — m),-(n), dritten Grades und so weiter. 
Wenden wir nimlich beiderseits die symbolische Bezeichnung an, 


die wir fiir die in Rede stehenden Determinanten soeben eingefiihrt 


hatten, so wird die gefundene Beziehung die folgende: 

Oat — 11+ 1,---9—15,5 + 122m) 1,2,-- 0m) = 
= (1, 2,---+—1,7,++41,---m) (1,2,---g —1,s,j+1,---m) — 
= (1,2,---+—1,5,7+1,---m) 0, 2,---3 —17r,g7+1,---m) 

Lassen wir nun die Werthe der Ordnungszahlen r,s unverindert, 
vertauschen aber die Stellen, in die wir sie einsetzen, das heisst, 
stellen wir uns vor, dass wir die r-te Spalte nicht mehr an die 7-te 


Stelle bringen, sondern an die h-te. Dann ergiebt sich diese weitere 
Gleichung: 


fee Fh — 1h + 1, -- - 9 — 1, 59-41, yy a) 
pets, h— 1,7,h + 1,---m)y(1,2,---7 —1,5,54 1+.) — 
—(1,2,---h—1,s,h+1,---m) (1,2,---7—1,7,7 +1,---m) 


und so witirde man auch wieder eine andere Gleichung erhalten, ver- 
wandelte man dann h in fk. 

Diese drei Beziehungsgleichungen enthalten nun alle dieselben 
drei Koeffizienten: 

(1, 2 é+-m) 
CL, Ca daa s) Oe See m) 
: OR al pipe spp om) 

Betrachten wir einmal die Determinante 3-ter Ordnung, gebildet 
aus den neun andern Gréssen, die in gedachten drei Gleichungen auf- 
treten. Diese Determinante muss verschwinden, wie wir es im All- 
gemeinen zeigen werden, wenn wir uns mit der Lehre von den linearen 
Gleichungen werden zu beschiiftigen haben. Ubrigens wiirde man 
auch hier dies sogleich einsehen, wenn man die drei Gleichungen mit 
den algebraischen Komplementen der Elemente der ersten Spalte, die 
der genannten Determinante angehért, multiplizieren und dann die 
Summe bilden wiirde. 

Ziehen wir die Matrix der ersten m Spalten und der zwei andern, 
der r-ten und der s-ten in Betracht und deuten einfacher durch 


Aus 
die Determinante an, welche aus dieser Matrix durch Tilgung der o-ten 
und 6-ten Spalte gewonnen wird, so ergiebt sich, dass die Determinante 
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Ai; Bis Dir 
An; Ais Air 
Ans Ans Aur 


identisch Null werden muss. 


j J 
a 


Dies Ergebniss findet sich im Beginn des Aufsatzes von Netto, Zwei De- 


terminantensitze. (Act. math. Bd. 17 S, 199 f.) 

Dasselbe kann auch leicht verallgemeinert werden. 

Es ist eine wichtige Bemerkung, dass auf dem von uns ver- 
folgten Wege sich ein Ergebniss gewinnen lisst, welches von dem 


dort erhaltenen abweicht, das aber mit ihm eng verwandt erscheint. — 


Wenn wir in der Gleichung zweiten Grades, von der wir aus- 
gegangen sind, anstatt die Kennziffer 7 zu verwandeln, ry in h um- 
wandeln und in /, und dann dasselbe Verfahren anwenden, so erhalten 
wir eine Determinante der dritten Ordnung, die von der soeben nieder- 
geschriebenen verschieden ist. 

Betrachten wir die Matrix der ersten m Spalten mit Hinzunahme 
der weiteren Spalten srhk und bezeichnen mit Ajg,5 die Determi- 


nante, welche aus solcher Matrix bei Tilgung der Spalten wByd her- _ 


vorgeht, so ergiebt sich: 


PEEL aT Ay ae AE 
Aijzr Nake Dake = 0 
Aijrn erry Bjskn 


Diese Gleichung lasst sich in einer Form darstellen, die ihre 
Verwandtschaft mit der: schon angefiihrten Nettoschen Formel besser 
erkennen lasst. Stellen wir uns niimlich eine Matrix vor, die aus 
allen den betrachteten Spalten gebildet wird, die sechs Spalten 
mit den Ordnungszahlen 7, j, s,7,h,k ausgenommen und bezeichnen 
mit A,», eine Determinante, die man erhilt, wenn man zu den (m— 2) 
Spalten jener Matrix die Spalten «, 6 hinzuftigt, so nimmt die 
vorausgehende Determinante genau dieselbe Gestalt wie die Determi- 
nante von Netto an, nur dass den Elementen eine abweichende Be- 
deutung zukommt. Wiahrend nimlich bei der Determinante Nettos 
die Elemente Minoren sind, die eine Matrix von (m+ 2) Spalten bei 
Tilgung zweier Spalten entstehen lisst, sind in unserer Determi- 
nante die Elemente Minoren, die einer Matrix von (m — 2) Spalten 
entstammen, indem zwei Spalten hinzugefiigt werden. 

Mit Bezug auf den Inhalt dieses Paragraphen vergleiche man 
wiederum den oben am Ende von § 28 angefiihrten Aufsatz von 
Pascal, Ann. di mat. 1896 in seinem § 2. 


a ea J 
"oy Z . 7 
ee Fd 
= saa Roy hs 2 
f ; ‘ t 
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: § 31. Grundform der Beziehungen zwischen den Determinanten 

: einer Matrix. 

An diese Erérterungen tiber die Beziehungen zwischen den De- 

: terminanten einer Matrix schliessen sich solche an, die bei der Be- 

: schaftigung mit der symbolischen Berechnung algebraischer Formen 

in » Veranderlichen vorkommen. 

Die Gleichungen, die wir gefunden haben, sind zum Theil vom 
zweiten Grade in den Determinanten, andere dritten Grades und so fort. 

Nun ist es von Wichtigkeit zu bemerken, dass sie alle auf eine 

einzige Grundform, die beziiglich der Determinanten vom zweiten 
Grade ist, sich zuriickfiihren lassen. Die Gleichung, die man auf 
diese Weise erhilt, pflegt man in der Lehre von der symbolischen 
Berechnung der algebraischen Formen eine fundamentale Identitat 
zu nennen. 


Man sehe die Abhandlung: 


; Pascal, Sopra le relazioni che possono sussistere identicamente fra forma- 
__-zioni simboliche del tipo invariantivo nella teoria generale delle forme algebriche. 
_ Acc. Linc. mem. ser. 4. vol. 5 (1888) [875—387]. 


Wir wollen, wie oben, mit (7, 4,...%,) die Determinante aus den 
Spalten der Ordnungszahlen 7, 7,...7,, bezeichnen. 

Die allgemeine Beziehungsgleichung, die auf einer der voran- 
gehenden Seiten (Siehe S. 116) gewonnen wurde, lasst sich dann in 
dieser Form schreiben: 

(i, 2---m) (1a, B-++m)---12---4) 
a) (tp-=- ta) (1 2 --) nm) Tt = - - Bae ; 


Wir werden nun zeigen, dass alle Gleichungen dieser Hauptform 
sich mittelst gewisser anderer Beziehungen zweiten Grades bestatigen 
lassen, die man in folgender Weise erhilt. 

Betrachten wir die Determinante von der Ordnung (m+ 1), die 
wir mit dem zunichst zu beschreibenden Verfahren herstellen. Wir 
wahlen in der vorgelegten Matrix die Spalten mit den Ordnungs- 
zahlen 7, i)... %m%m41 aus und bilden mit diesen die Matrix von 
m Zeilen und (m+ 1) Spalten, auf eine weitere letzte Zeile jedoch 
stellen wir die Determinanten von der Form: 


‘Cie ea jn—1) 
Gyn di Jy 24 Im-1) 


(m1 Ih Je oar jm—1) 
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wobei die Ordnungszahlen j, jy... jm—1 denen von (m— 1) andern, 
aus der gegebenen Matrix ausgewahlten Spalten entsprechen (im Be- 
sonderen kénnen einige der j einigen der schon herangezogenen 7 
gleich sein). Die auf diese Weise dargestellte Determinante ist iden- 
tisch Null, weil ja augenscheinlich die Elemente der letzten Zeile 


ein und dieselbe lineare Verbindung aller entsprechenden Elemente 


der parallelen Zeilen vorstellen. 
Entwickeln wir diese Determinante nach den Elementen ihrer 
letzten Zeile, so ergiebt sich also 


b) a+ ( (Rae im) Cm+4 5x Ja** - jm—1) = 0 


worin sich die Summation iiber alle zyklischen Permutationen der 
Zahlen (, 4 .-+%m %m+1_erstreckt und das Zeichen der verschiedenen 
Glieder zu wechseln ist oder nicht, jenachdem m ungerade ist oder 
gerade. 

Um leichter verstanden zu werden, wollen wir die Elemente 
ty ty - ++ 4m im+1 ZYKklisch wechselnde nennen, die andern aber feste 


Elemente. Wenn die festen Elemente simmtlich verschieden sind © 


von den zyklisch wechselnden, so enthilt Formel b) (m+ 1) 
Gleder. Wenn 7 feste Elemente gleich ebenso vielen zyklisch 
wechselnden Hlementen sind, dann verschwinden yr Glieder der all- 
gemeinen Formel und’es bleiben demzufolge nur (m —r -+ 1) Glieder 
tibrig. = 
Seltsamer Weise hat Fiirstenau sich gendthigt gesehen, eine 
ziemlich lange Beweisfiihrung dieser besonderen Identitiit zu widmen, 


wihrend er doch von der allgemeinen Identitiit seinen Ausgang nahm. 


Fiirstenau, Beitrage zur Theorie der Determinanten. Journ. f. Math. 
Bd, 89 (1880) [86—88]. 


Mit Hilfe dieser fundamentalen Identitat vom zweiten Grade 
kann man nun alle im Vorangehenden aufgefiihrten Identitaten dar- 
stellen; man kann namlich zeigen, dass von derselben alle die andern 
herstammen. 

Setzen wir im Besondern voraus, 


Died S “hits Voce? 
waren gleich den 
OE eB i. 
Dann werden (m — 2) Glieder in b) verschwinden, da ja in ihnen — 


Determinanten mit zwei iibereinstimmenden Spalten auftreten. Hs 
bleiben nur drei Glieder, namlich: 
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(t, ty i (eee ‘ee dn ) (m4 ri 1 eee. im—:) + 
45 (4, ty aa Um —2 Ton dm-+-1) Cee ip OF ae dm—2) == 
a (a, Uy tar im —2 V1 din 4) (OF I dy ete Um 8) = 0 
‘Wenn wir im Besonderen 7,, i,,... ‘e = 1,2,...m setzen und 
lassen die Ordnungszahlen i,,.; 3, auf jede mégliche Art wechseln, 
so ergeben sich Gleichungen, die nichts andres sind, als eben die Be- 
ziehungen vom zweiten Grade, die man aus der allgemeinen Formel a) 
gewinnt. Wirklich war ja oben (am Anfang von § 30) gezeigt worden, 
dass die Beziehungen zweiten Grades aus a) hervorgehen, wenn nur 
zwei der Zahlen 7, 2 ...%m von den 1, 2,...m verschieden sind. Man 
erhalt dann auf der rechten Seite den Faktor (1, 2,...m)"—? und 
wird dieser Faktor gestrichen, so ergeben sich genau die Beziehungen 
der eben verzeichneten Art. Wir wollen nun zu solchen Gleichungen 
dritten Grades iibergehen. Sie entstehen aus a), wenn drei der Ord- 
nungszahlen 7, 2%... %m von den 1, 2,...m verschieden sind. 
Von diesen wird die eine beispielsweise: 
ae 2, es tn—2 Cit Ua) (1, 2, wre m)? = 
(1,2,++-¢m—2,m—1,m) (1,2,-+-m—2,im—a,m) (1,2,---m—2, m—1, ims) 
=| (1,2,---tn—1,m —1,m) (1,2,---m—2,in—1,m) (1,2,---m—2,m—1, tnt) 
(1,2,---¢m ,m—1,m) (1,2,--m—2,i, ,m) (1,2,---m—2,m—1,%m ) 
Wir wollen diese Determinante nach den Elementen ihrer letzten 
Spalte entwickeln und dabei Bedacht nehmen auf die mit der zuletzt 
hingeschriebenen verwandten Beziehungen. 
Die Minoren zweiter Ordnung, die in den zwei ersten Spalten 
dieser Déterminante enthalten sind, sind beziehungsweise gleich: 


BE 2,--- tea faa m) (1, 2,---m), 
— (1, 2,+--in—atim m) (1,2,--+m), 
(124m i tm =m) (1, 2,» m) 
und daher entsteht, wenn wir den gemeinsamen Faktor (1, 2, --- m) 
tilgen, diese Gleichung: 
(A, 2, +--+ 4m—2 tm—1 alia) batt oy Wi )— 
— (I, 2, +++ %m—2 Im—1 m) (1, 2,---m —2,m — 1, %m ) + 
+ (1, 2, +++ tm—2 %m Miia: 2, mA, loin, to 
— (1, 2,--*4m=i%m  ™m) (1,2,--:m—2,m— 1, tn ok hae 


die man auch aus b) darstellen kann, indem man setzt: 
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fol jg 2) jn—1 =m — 1 
und 
i=l, +++ ims = mM — 38, Ini = ™ 


Beer 


Demgemiiss wird sich auch nachweisen lassen, dass das Namliche 


fiir die Gleichungen 4-ten Grades eintritt, die in der Formel a) ent- 
halten sind, und daher gilt der Satz: 


Im Allgemeinen sind alle Formeln der Gattung a) immer 
auf Formeln der Gattung b) (fundamentale Identititen) 
zuriickfiihrbar, dergestalt dass schliesslich in solehe die 
simmtlichen zwischen den Minoren einer rechteckigen Matrix 
vorhandenen Beziehungen umgewandelt erscheinen. 


Eine Untersuchung iiber eine sehr grosse Zahl der aus jener 
Gattung b) hervorgehenden Identitiiten findet sich bei Hunyady. 


Hunyady, Uber einige Determinantensiitze. (Magyarisch.) Budapest Ertek. — 


Bd. 9 (1882) Nr. 10 [1—19]. i 

Hunyady, Uber einige Determinantengleichungen, welche mit verschie- 
denen Abhandlungen von Hesse und Cayley in Zusammenhang stehen. Journ. 
f. Math. Bd. 94 (1883) [171—178]. 


§ 32. Beziehungen zwischen den Determinanten, die aus denselben ~ 


Elementen gebildet sind. 


Verwandt mit der Untersuchung des vorigen Paragraphen ist die, 
welche den Inhalt des hier beginnenden ausmacht. ~*~ 

Mit denselben »? gegebenen Hlementen lassen sich n! Determi 
nanten der Ordnung n herstellen. Unter diesen sind einige dem 
absoluten Werthe nach einander gleich, nimlich alle die, welche aus 
einander hervorgehen, wenn man die Zeilen oder die Spalten unter 
sich vertauscht. . 

Wir werden hier Lehrsitze behandeln, die von Bagnera und von 
Pascal gefunden sind. Sie betreffen Beziehungen zwischen Determi- 


nanten, die verschieden sind, aber aus denselbén Elementen dargestellt. 


Bagnera, Sopra i determinanti que si possono formare cogli stessi n® 
elementi. Giorn. di Batt. vol. 25 (4887) [228—231]. 


Pascal, Sopra le relazioni fra i determinanti formati coi medesimi elementi. 
Ist. Lomb. Rendic. ser. 2 vol. 29 (1896) [4836—438]. 


Es sei die Determinante »-ter Ordnung aus den Elementen aij; VoOr- 
gelegt. Vertauschen wir auf jede migliche Weise die Elemente der 
ten Zeile, so ergeben sich »! verschiedene Determinanten. Ist nun 


A eine von diesen und Aj; eine andere, die man aus A gewinnt, wenn ~ 


man zwei Elemente der 7-ten Zeile, beispielsweise a;; und a;, mit 
einander vertauscht, so kann man leicht einen Ausdruck fiir die 


he ' ‘ « 
; > 
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'Differenz von A und Aj, angeben. Es geniigt nimlich dazu die Be- 


merkung, dass man bei Entwicklung von A nach den Elementen der 
i-ten Zeile erhilt: 
A= 2 + a;;Ai; + ase Ait 


Hierbei sind mit A;;, A;, die algebraischen Komplemente jener Ele- 
mente der i-ten Zeile benannt und durch & ist die Gesammtheit aller 


_ tibrigen Glieder angedeutet. 


Man erhalt dann: 
Ayn = SH Ax Aix + 3; Asx 
A — Ape = (Gis — ax) (Aiz — Aix) 


Wenn man hier j,k auf alle (m), méglichen Arten in dem Be- 
reich der Zahlen 1... wechseln lisst und alle diese Gleichungen 
multipliziert, so ergiebt sich: 


Il (A — Ay) = IT (4:5 — Gin) IT (Ai; — Aix) 


j,k 


und daraus 


Das Symbol // erstreckt sich: hier augenfallig auf (n), Faktoren. 
Wahlen wir nun als Ausgangspunkt unserer Betrachtung nicht A, 
sondern eine andere von den m! Determinanten, die aus A mittelst 
einer beliebigen Permutation der Elemente der 7-ten Zeile hervorgeht, 
zum Beispiel D, so erhalten wir 


al (D — Dyx) 


auf entsprechende Weise ausgedriickt, das heisst, abgesehen vom Vor- 
zeichen ergiebt sich die Gleichheit der beiden linken Seiten 


[[@- N= +] [Dw 


Damit ist der Lehrsatz gegeben: 


Bildet man n! Determinanten, indem man in vorgelegter 
Determinante auf jede migliche Weise die m Elemente einer 
beliebigen Zeile mit einander vertauscht, wahlt dann eine 
derselben aus und stellt alle (m), Differenzen her zwischen 
ihr und den aus ihr durch Vertauschung nur zweier ein- 
zelner Elemente abgeleiteten Determinanten, so ist das Pro- 
dukt von allen diesen Differenzen konstant, wiewohl die 
Determinante, die man zu Anfang ausgewahlt hat, eine ganz 
beliebige sein mag. (Bagnera.) 

Demselben Verfasser verdanken wir auch diesen weiteren Lehrsatz: 
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Bildet man »! Determinanten, indem man in vorgelegter 
Determinante auf jede mégliche Weise die m Elemente einer 
Zeile vertauscht, wahlt (+1) unter ihnen aus und fihrt 
dann bei jeder von diesen Determinanten auf die Elemente 
der betreffenden Zeile m ahnliche Substitutionen aus, so 
wird die Determinante von der Ordnung (w+ 1), deren Ele- 
mente die Ergebnisse gedachten Verfahrens sind, gleich Null. 


Bezeichnen wir mit A;; A;2...A;, die algebraischen Komplemente 
der Elemente der 7-ten Zeile. 

Die Elemente a;1...a;, der i-ten Zeile unterwerfen wir (n + 1) 
Substitutionen, wir erhalten damit (~-+ 1) Permutationen dieser 
Elemente. Solche Permutationen sollen angedeutet werden durch 
P,, Py... Pijn41 und jeder von ihnen wird eine Determinante 
Ap,, entsprechen. (h==1,2,...”-+ 1) 

Wenn wir auf die P wiederum 4hnliche Substitutionen anwenden, 
so erhalten wir andere (n + 1) Permutationen, die man mit P:, be- 
zeichnen kann und so weiter. 


Es seien 
O44 O49 sacs Cltons 
Sai Oyo Sie blak 
On+1,1 &m+1,2++-+ Anti,n 
die Elemente @;1...din, gemass den Permutationen P,,... Pin4a 
vertauscht. 


Die Determinante 


Oy, eee Ain Ap, | 


Ortijt1+++ Anti n Ary naa 


ist Null, weil die Elemente ihrer letzten Spalte dieselben linearen 
Verbindungen der Elemente der iibrigen epalies darstellen. 
Wenn wir gleicherweise 


AY Peedi Ars 44 


in Betracht ziehen, so erhalten wir eine gleichartige Determinante, 
worin die ersten » Spalten, abgesehen von ihrer Anordnung, dieselben 
sind, da sie nimlich aus jenen mittelst einer ahnlichen Substitution 
sich herleiten lassen, die sich jedoch auf die ersten » Elemente der 
Zeilen bezieht. | 


Nennen wir also 
AS dot Aaa le 
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die algebraischen Komplemente der Elemente der letzten Spalte 
in vorausgehender Determinante, so erhalten wir die identischen 
Gleichungen: 

4, Bry ae toe Anti Ar 4 are 

Ay Ary, cn as Anti Ape 44 gl 


A Ariat rie eee An tt Pati nt = 


und diese Gleichungen zeigen, dass die Determinante der A iden- 
tisch verschwindet, weil die Elemente einer Spalte dieselben 
linearen Verbindungen aus denen der parallelen Spalten sind. 

Diese beiden Lehrsiitze liefern zwei Hauptformen von Beziehungen 
zwischen solchen Determinanten, wie man sie durch alle méglichen 
Vertauschungen der Elemente einer Zeile innerhalb einer vorgelegten 
Determinante darstellen kann. 

Jedoch kénnen wir Formen von Beziehungen auffinden von einer 
noch allgemeineren Art. Wir sondern zu diesem Zwecke die Matrix 
der ersten (n — 2) Spalten aus. Es mégen dann a «’ a” drei Spalten 
sein, die man aus der (m — 1)-ten durch Vertauschung der Elemente 
nach drei verschiedenen Weisen erhilt und mégen f §’ 8” drei Spalten 
sein, die unabhingig davon aus der n-ten hervorgehen, wenn man 
ihre Elemente auf dreifache Art vertauscht. 

Deutet dann A, , auf die Determinante hin, die gewonnen wird, 
wenn man mit den (mw — 2) ersten festen Spalten die Spalten a, f 
vereiniot, so ergiebt sich die bekannte Beziehung (Siehe § 30) 


SEIS ISS 
Nap Dogg, Appr 20 
Aap Aug! Aargr 


Hs stellt sich hierin eine Beziehung dar zwischen den Determinanten, 
die man aus einer gegebenen gewinnt, wenn man die Hlemente einer 
Spalte und desgleichen die Elemente einer zweiten Spalte unter ein- 
ander vertauscht. 

' Man wiirde auf diese Weise andere Beziehungen herstellen kénnen 
zwischen Determinanten, die ihren Ursprung der Vertauschung von 
Elementen innerhalb dreier Spalten verdanken. Aus so gestalteten 
Beziehungsgleichungen lisst sich fiir den besonderen Fall die Gleichung 
vom Grade (n-++ 1) zwischen den Ap,, herleiten, die wir oben ge- 
wonnen haben. Wir werden uns hier nicht bei Hinzelheiten derartiger 


Betrachtungen aufhalten. Man sehe diesheziiglich 
Pascal, Ist. Lomb. Rend. 1896. 
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§ 383—45. Berechnung von Determinanten mit besonderen Elementen. 


§ 38. Die Determinante von Vandermonde oder Cauchy und ihre 


Verallgemeinerung. 
Wir betrachten die Determinante 
ea 1 1 oer 
hy lls. by Be 
D=\at a as ++ 
a ai re es ai 


Augenscheinlich liefert ihre Entwickelung einen rationalen ganzen 
Ausdruck in den a. Fiir a; =a; werden zwei ihrer Reihen identisch 
und mithin wird sie selbst Null. Also ist sie durch (a; — aj) theil- 
bar. Da man 7,7 und zwar jedes auf n-fache Weise sich indern lassen 
kann, so erhilt man im Ganzen 4m” (m — 1) in diesem Betracht médg- 
liche Differenzen und die Determinante D ist stets durch eine jede 


~~ 


von diesen theilbar. D muss also als Faktor enthalten dies Produkt: _ 


(a, — 4M) (A, — dy) +++ (1 — Gn) 
(4, — dg) +++ (A, — Gn) 
(Qn—1 = An) 

Man sieht leicht, dass der andere Faktor nur eine Konstante sein 
kann. Dieses Produkt ist namlich in Riicksicht auf jedes der a vom 
Grade (n — 1) und die Entwicklung der Determinante ist mit Bezug 
auf jedes a genau desselben Grades. 

Um die Konstante zu berechnen, geniigt es seine Aufmerksamkeit 
dem Koeffizienten des Gliedes: 

Ay Pe Ae ON ee 
zuzuwenden, das aus den Elementen der Hauptdiagonale entspringt. 

Dieses Glied gewinnt man aus dem oben niedergeschriebenen 


‘Produkte, wenn man die zweiten Bestandtheile aller der Binome mit 


einander multipliziert. Es ergiebt sich dann der namliche Ausdruck 
mit dem Koeffizienten 


(a1) +-(n—2)-+----4 (n=) 
(—1) ath 
also: 


L--sn 
Ln (n— , - 
D=(—1"" Tf a@—a) G<p. 
a, 


. 
ee | 
Pee 


| a es : 
ee ? 
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Wir deuten mit dem Symbol Jf das Produkt aller Differenzen der a 
an und meinen, dass hierbei stets i<j sein soll. 

Wenn man die a als die Wurzeln einer algebraischen Gleichung 
vom Grade m sich vorstellt, so wird D die Quadratwurzel der soge- 


_nannten Diskriminante der Gleichung.* Man pflegt D auch die 


Determinante der Wurzeln einer Gleichung zu nennen. Auch 
heisst sie Potenzdeterminante oder Determinante von Cauchy. 

‘Der letztere Verfasser stellte iiber sie Betrachtungen von uneinge- 
schrinkter Giiltigkeit an, wihrend Vandermonde sie fiir einen be- 
sonderen Fall untersucht hatte. 


Man vergleiche: 

Jacobi, De functionibus alternantibus earumque divisione per productum 
e differentiis elementorum conflatum. Journ. f.-Math. Bd. 22 (1841) [360—371], 
wieder abgedruckt in Jacobi, Gesammelte Werke, Berlin 1884, Bd. 3 [441—452]. 
(Deutsche Ausgabe mit Anmerkungen durch Stickel in Ostwalds Klassikern der 
exakten Wissenschaften N. 77.) 

Baltzer, Det. 1881. §.85 Anm. und die Anmerkungen Stiickels zu Artikel 1 
des Jacobischen Aufsatzes in der soeben angezogenen deutschen Ausgabe. 

Wir bilden nun das Quadrat der Determinante Vandermondes. 


Bezeichnen wir im Allgemeinen mit s, die Summe der gleichen Potenzen 


der a, so dass also 
S =a? taP+---+a~” 


so ergiebt sich, dass gedachtes Quadrat gleich ist 


So §; So settee Sit 
Sy Sg $3 ae 7 
Sn—1 Sn Sn+1-++ San—2 


also gleich einer Hankelschen Determinante. (Siehe § 19.) 

Man kann eine weit allgemeinere Determinante, als die von 
Vandermonde, auf folgende Art zur Untersuchung stellen: 

In der von uns behandelten Determinante haben die auf einander 
folgenden Zeilen zu Elementen der Reihe nach die Potenzen von » 
Gréssen a,, dg,... Gn. 

Wir wollen im Gegensatz hierzu eine Determinante bilden, bei 
der die Elemente der auf einander folgenden Zeilen beliebige Potenzen 
von ” Gréssen darstellen. Dem entspricht zum Beispiel die Zusammen- 
setzung der nachstehenden Determinante: 


r. r. r 
Gy" Ag +++ An 
r. r r. 
ar ay ends An. 
cre ti Tn 
i Gy == * An 


Pascal, Determinanten. 9 
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Es scheint hier nicht die geeignete Gelegenheit, bis ins Einzelne 


~ 


auf die Behandlung solcher Determinanten einzugehen; wir werden — 


uns auf einige besondere Falle beschrinken. Wir wollen einzig an- 
merken, dass dieselben sich mittelst der sogenannten vollstindigen 
homogenen Funktionen der n Gréssen a,...a, und vom Grade r 
ausdriicken lassen. Man gelangt zu diesen Funktionen, wenn man 
die r-te Potenz der Summe jener Gréssen entwickelt und an Stelle 


der Zahlen-Koeffizienten, die in dieser Entwicklung auftreten, die 


Hinheit einsetzt. 
Diese Funktionen erhielten durch Wronski, der tiber sie eine 


Untersuchung durchgefiihrt hat, den Namen der Funktionen Aleph. 
(Vergl. Dickstein, Sur les découvertes mathématiques de Wronski. Bibl. 
math. 1892. Neue Folge 6 [48—52, 85—90] S. 85 ff) | 
Vahlen in Encycl. d. math. Wiss. 1B 3b. Symmetrische Funktionen, Art. 12. 


Schriften, die man beziiglich der hier beriihrten Aufgaben ein- 


sehen mag, sind: — 

Borchardt, Uber ein die Elimination betreffendes Problem. Akad. Berlin, 
Ber. 1859 (1860) [876—388] S. 378. Dasselbe unter dem Titel: 

Borchardt, Uber eine der Interpolation entsprechende Darstellung der 


Eliminations-Resultante. Journ. f. Math. Bd. 57 (1860) [111—121], wieder ab-_ 


gedruckt in Borchardts Werken [133—144]. 

Borchardt, Uber eine Interpolationsformel fiir eine Art symmetrischer 
Funktionen und iiber deren Anwendung. Akad. Berlin. Abh. 1860 [1—20], wieder 
abgedruckt in Borchardts Werken [153—172]. 


Trudi, Intorno ad un determinante pit generale di quello delle radici 


delle equazioni, ed alle.funzioni omogenee complete di queste radici. Giorn. di ~ 


Batt. vol. 2 (1864) [152—158, 180—186]. Dieser Aufsatz findet sich mit fast dem 
gleichen Titel in Acc. Nap. Rend. anno 3 (1864) [121—134]. Nea 

Stern, Uber einen Satz aus der Determinantentheorie. Journ. f. Math. 
Bd. 66 (1866) [285—288]. 

Rubini, Su talune formole relative a determinanti. Giorn. di Batt. vol. 4 
(1866) [187—192]. 

Naegelsbach, Uber eine Klasse symmetrischer Funktionen. Zweibriicken 
1871. Gymn. Progr. 

Fiore, Dimostrazione d’una trasformazione di determinanti. Giorn. di 
Batt. vol. 10 (1872) 8. 170. 

Naegelsbach, Studien zu Fiirstenaus neuer Methode der Darstellung und 
Berechnung der Wurzeln algebraischer Gleichungen durch Determinanten der 
Koetfizienten. Arch. d. Math. 59. Th. (1876) [147—192]. 

Garbieri, Nuovo teorema algebrico e sua speciale applicazione ad una 
maniera di studiare le curve razionali. Giorn. di Batt. vol. 16 (1878) [1—17, 
108—147]. 

Crocchi, Sopra le funzioni Aleph e il determinante di Cauchy. Giorn. 
di Batt. vol. 17 (1879) [218—231]. 
. Del Re, Relazione tra due determinanti. Giorn. di Batt. vol. 19 (1881) 
ello. AEC, 

’ Besso, Di alcune proprieta dell’ equazione differenziale lineare omogenea 
del second’ ordine, e di alcune equazione algebriche. Acc. Linc. mem. ser. 3. 
vol. 14 (1882—83) [14—29]. . 


Marcolongo, Generalizzazione di un teorema sui determinanti. Giorn. 


di Batt. vol. 25 (1887) [298—302]. 


ee ; 
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Anglin, Théorémes sur les déterminants. Bull. soc. math. de Fr. vol. 15 
(1887) [120—129]. 
[3 seas: Nota su una classe di determinanti. Giorn. di Batt. vol. 26 (1888) 
[329—333]. 

Die beiden letzten Verfasser stellen als neue Ergebnisse dar, was schon 
von Anderen vorher gefunden worden war. % 
Studniéka, Uber Potenzdeterminanten und deren wichtigste Eigenschaften. 


_ Bohm. Ges. Ber. 1896 No. 22. 


Studniéka, Beitrag zur Theorie der Potenz- und Kombinationsdetermi- 
nanten. Béhm. Ges. Ber. 1897 No. 1 und Neuer Beitrag . . . ebenda 1897 No. 16. 

Borchardt, Stern a. a. O. und Andere beschiftigen sich mit einer andern 
Art der Verallgemeinerung der Determinante von Cauchy. 

Der Leser midge iiberdies auch die Schriften tiber Determinanten von 
Giinther, Scott, Baltzer und Anderen einsehen. Giinther, Det. 1877. 8S. 69. 
Scott, Det. 1880. chap. 9 [115—128]. Baltzer, Det. 1881. § 10 [85—109]. 


Zunichst leuchtet vor Allem ein, dass die oben gekennzeichnete 
allgemeinere Determinante durch das Produkt der gegenseitigen Diffe- 
renzen aller der Gréssen a theilbar ist; daraus schliessen wir also, 
dass sie durch die Determinante D von Vandermonde theilbar ist. 
Wir heben nun den besonderen Fall hervor, man habe aus der De- 
terminante Vandermondes eine Zeile (die mit den r-ten Potenzen der a) 
weggenommen und dort die Zeile mit n-ten Potenzen der a eingesetzt. 

Man erhialt hiermit die Determinante: 


1 1 votes | 
a, My Cn 
ad t Engi 1 Go = 1 
R x n n n 
aer* Ga st | 
—1 m—1 ..4 n—1 
a,” a On 


Offenbar muss F theilbar sein durch D, also: 


R=D.Q 
wo @ nothwendig eine ganze Funktion der Elemente ist. 
Bezeichnen wir mit ¢, G...¢, die einfachsten symmetrischen 


Funktionen der » Grodssen a, also die mit abwechselnden Vorzeichen 
versehenen Koeffizienten der Gleichung, deren Wurzeln die a sind, so 
sehen wir deutlich, dass identisch sein muss: 


Go 6.0, * CT area i a 1)"¢, =0 
Gp" — 6,4,"—1 + a,"—* — -+--+- (—1)en = 0 
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Wenn man daher die Werthe von a,” d)”...@,”, die man hieraus ; 
erhalt, in die Determinante R Aa ee so preiobt sich eine Determi- 
nante, deren Elemente in der (r a 1)- -ten Zeile Polynome sind, die 
tahini’ tb in Ageregat einer gewissen Anzahl Déterminanyen: mit 
eingliedrigen Elementen zerfallt. Diese Determinanten sind, mit Aus- 
nahme yon einer, alle Null, weil sie zwei parallele identische Zeilen 
enthalten. Es verschwindet aber im Gegentheil die Determinante 
nicht, in der die 7-ten Potenzen der a vorkommen. 

Man erhalt demnach 

(lye 2D 

Der Quotient: R getheilt durch D hat mithin den Werth 
— 1)*—"—te,_,, stellt sich also dar als die Summe derjenigen Pro- 
dukte der Gréssen a, worin jedesmal (n —7) von ihnen vereinigt sind. 


§ 34. Determinanten, die aus Binomialkoeffizienten gebildet sind. 
Determinante von Zeipel. 


Man erkennt leicht, dass die Determinante: 


HCP) Cbs 


@ x ") 5 *) — i ae — si a 


n 


(te=3) (mn) (mba) 


den Werth 1 besitzt. 

Denn zieht man von jeder Spalte die vorausgehende ab, so er- 
halt man eine Determinante derselben Gestalt, aber von niederer Ord- 
nung. Also wird unsere Determinante der ahnlichen von der zweiten 


Ordnung gleichkommen, namlich: 
1 1 


(7 m+ 1 
1 1 
und diese ist gleich 1. 


Desgleichen besitzt den Werth + 1 die auf folgende Weise Me 
Binomialkoeffizienten gebildete Determinante: 
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ea e) ee eet 4 ects 2) 
Maar Gar Gs Sas.) ig ear age 
ens ”) ‘Ga +n + *) . (ons .) 


Sie ist eine Determinante der Art, wie sie von Hankel unter- 
sucht wurden, und ihr Werth lisst sich mit Hilfe der Lehrsitze, die 
wir seiner Zeit abgeleitet haben, finden. 


_ Die Determinante von Zeipel wird auf folgende Weise dargestellt: 


a) (ota) Gt) 
a—|C a) G1) GE) 
("2 ') GE) GFF) 


Zeipel, Om determinanter, hvars elementer dro Binomialkoéfficienter. 
Lunds Univ. Arsskr. t. 2.1865 (Act. Univ. Lund. 1865. 3. Nr 2.) [1—68] 8. 4ff. Man 
sehe auch Giinther, Det. 1877. 8. 80ff. Scott, Det. 1880. chap. 6. art. 21, 27—30. 


Beachten wir, dass die Elemente der ersten Zeile zum gemein- 
samen Faktor m haben und die Elemente der ersten Spalte des- 
gleichen (1 : p). 

Stellen wir diese Faktoren voran, so wird das erste Element 


m—1 

p—1/). 
So kénnen wir die entsprechenden gemeinsamen Faktoren bei den 
Elementen der andern Zeilen auch loslésen und voransetzen, und 


gleicherweise bei den Spalten. 
Hs ergiebt sich demnach: 
(p=1) 
A mim + 1) +++ (m + 17) Bea? woe 
mene rae (p hi") gi) je) (mana 
p—l 
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und der zweite Faktor ist hier wiederum eine Determinante genau 
derselben Form, wie die, von der wir ausgingen, mit dem einzigen 
Unterschiede, dass m in (m — 1) und p in (p — 1) verwandelt sind. 
Fahren wir mit dieser Behandlung fort und beachten, dass 


(Cay 
a ic Ly oe ae) rt 
pth: @+7") (aa 


so ergiebt sich zum Schluss: 


een oi ei Oh a 


re Ay. r+1 ig tote dee 
ey im) ees 


aden eta 


hoo) <4 (oe 


>< 


Nun gewinnen wir fiir diese letztere Determinante aus unserer 
Erérterung zu Beginn dieses Paragraphen den Werth 1, also erscheint A 
einzig mittelst des vorher aufgezeichneten Ausdrucks in den Binomial: 
koeffizienten dargestellt. 

Hine andere aus Binomialkoeffizienten gebildete Determinante ist 
von Studniéka behandelt worden. 

Hs ist die folgende: 


enc betas 0 
(3)-G)> 2 0 
@) (3) oh 0 
t) (",) (0) .() 
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ihr Werth ist 
m+k—1 
k 


Studni¢ka, Notiz tiber einige esr neaeued in welchen Binomialkoeffi- 
zienten als Elemente auftreten. Bohm. Ges. Ber. Jahrg. 1879 N. 28 [292—295]. 


Noch eine weitere ahnliche Determinante behandelte Studniéka, 
namlich: 
. m 
| Us) = Cea 0 


@ Ci) -2 
BCC) a 


eS) Gaye 


Ihr Werth ist k! '¢,, wenn man unter ->'q die Summe der Pro- 


dukte zu je & Faktoren der Zahlen 1, 2,...(#2— 1) versteht. 
Studniéka, Uber eine neue Formel Wer ee beanie Bohm. Ges. Ber. 
Jahrg. 1879 N. 29 [295—298]. 
Uber diese aus Binomialkoeffizienten gebildeten Determinanten 
hat man, ausser den angefiihrten Arbeiten, noch einzusehen: 
Janni, Nota sullo sviluppo di un determinante. (Kine gesondert erschienene 
kleine Schrift, vergl. Bull. di bibl. e di stor. Bone. t. 11. 1878. 8. 296.) 
Stern, a.a.O. Siehe oben S. 130, Journ. f Math. Bd. 66. S. 287f. 
Caldarera, Su talune proprieta dei determinanti, in ispecie di quelli a 
matrici composte’ con la serie dei numeri figurati. Giorn. di Batt. vol. 9 (1871) 


[223239]. 
Bonolis, Sviluppi di alcuni determinanti. Giorn. di Batt. vol. 15 (1877) 


[113—134]. 
Stern fand neben Anderem diese Formel: 


iene a 
ime 


Ln es La 
oF gr? , gr 3 r 4r—4 a (n wae 1)! 
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wo D die Determinante Cauchys ausdriicken soll, diese aus den 
Gréssen x, #,...&, zusammengesetzt. (Siehe § 33.) 


8 35. Die Zahlen Bernoullis und Eulers, durch Determinanten 
dargestellt. ; 


Mit Hilfe von Determinanten, die aus Binomialkoeffizienten ge- 
bildet sind, kann man die sogenannten Bernoullischen und 
Hulerschen Zahlen darstellen. 

Wir wollen setzen 


ee om —1 
to x —— 
&% 2 ban ” Qm (2m — 1)! 
2m 
sec 4 = >) Bon oe 
7 (2m)! 


dann heissen die Zahlen: 


2m 
Bom = 3m qm — 3) P2m Py, Eom 


beziehungsweise Bernoullische und Hulersche Zahlen. 
Bedient man sich der Rekursionsformeln, die fiir solche Zahlen 
bestehen (Siehe des Verfassers Repertorium der héheren Mathematik I. 
Leipzig 1900. Kap. 18, §3.), so kann man fiir sie eine cee 
durch Determinanten Foiian 
Und zwar ergiebt sich: 


Bem = (— 


tyr () () 7 ca 
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1 1 0 0 0 
4 
1 ) 1 0 0 


ss 
3 
| 
= 
ae 
* WOO 
Nae 
es 
ae 
at 
j=) 
S 


Pe. Wer.) Onde 
Phe) G4) tena) (om 2) 


Uber diesen Gegenstand vergleiche man: 

Scherk, Von den numerischen Coefficienten der Secantenreihe, ihrem 
Zusammenhange und ihrer Analogie mit den Bernoullischen Zahlen. ” Mathe- 
eee Abhandlungen. Berlin 1825. I. 8. 1—30. 

Staudt, De numeris Bernoullianis. Erlangen 1845. 

Schlémileh, Neue Formeln zur independenten Bestimmung der Sekanten- 
und Tangentenkoeffizienten. Arch. d. Math. 16. Theil. (1851) [411—418]. 

Naegelsbach, Zur independenten Darstellung der Bernoullischen Zahlen. 
Zeitschr. f. Math. 19. Jahrg. (1874) [219—233] S. 227 ff. 

Lucas, Théorie nouvelle des nombres de Bernoulli et d’Euler. Ann. di 
mat. ser. 2 t. 8 (1877) [56—79]. 

Giinther, Det. 1877. 8. 101 f. 

Saals chiitz, Vorlesungen tiber die Bernoullischen Zahlen, Berlin 1893. 

Haussner, Zur Theorie der Bernoullischen und Eulerschen Zahlen. Ges. 
d. Wiss. Gottingen Nachr. 1893 [777—809]. 

Haussner, Independente Darstellung der Bernoullischen und Eulerschen 
Zablen durch Determinanten. Zeitschr. f. Math. 39. Jahrg. (1894) [183—188]. 


Fiir dieselben Koeffizienten lisst sich auch eine Ausdrucksform 
angeben mittelst Determinanten, die aus Fakultiten gebildet sind, wie 
wir im folgenden Paragraphen zeigen wollen. 


§ 86. Determinanten, aus Fakultaten gebildet. 


Die Determinante 


1 
a 1 0) 0 
1 1 

= — 1 0 
1 1 1 1 
m! wM—i1)! M—2! 1! 


hat den sehr einfachen Werth 
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Hieriiber kann man einsehen: Rs 
D’Ovidio, Due teoremi di determinanti. Giorn. di Batt. vol. 1 (1863) [135—139]. 


So wird auch: 


E 0 0 0 * Uo 

tei! 0 0 Uy 

2 2! 0 "Us | = A*ne Tl 2TBl a. 
1 32 3! 


1 nn n(w—1) n(n—1)(n—2) +++ Ue 
indem man unter A”u, die Differenz n-ter Ordnung der (n + 1) 
Gréssen Uy) U,...Un versteht. 
Janni, Algebra. Napoli 1876. 8. 23. 
Mit Hilfe von Determinanten aus Fakultiiten lisst sich noch eine 
Darstellung der im vorausgehenden Paragraphen besprochenen Zahlen 
Bernoullis und Eulers geben. Man erhilt: 


Be 1 0) Reet | 
Exam = (2m)! a = ist) (Teg 
ieinor, ae 
(2m)! (2m—2)! (2m—4)! 2! 
a 1 0 0 
Bam = (— 1)"** (2m)! it x 1 0 
a 


bo 


(2m +1)! (2m)! (2m — 1)! 

Man sehe: 

Glaisher, Expressions for Laplaces coefficients, Bernoullian and Eulerian 
numbers as determinants. (Mit Fortsetzungen unter dem Titel: On a class of 
determinants) Mess. of math. vol. 6 (1877) [49—63], vol. 7 (1878) [160—165], 
vol. 8 (1879) [158—167]. 


§ 37. Determinanten aus Wurzeln der Einheit, besondere Systeme. 


Hs sei eine zyklische Determinante vorgelegt, gebildet aus den 


a 


4a 


m-ten Wurzeln der Kinheit ( als Primzahl gedacht). Ist « eine n-te ~ 


Einheitswurzel und r eine sogenannte primitive Wurzel der Zahl n, 
so sind: 


Fiat ts on oe | 4 
we _ Diese Determinante ist von Stern untersucht worden. a 
“a> _ “Stern a.a.O. Siehe oben S. 73, Journ. f. May Bd. 73 (1871) 8. 378 ff, 
Setzen wir ns 
bs Qkri é 
‘ ee * : ae. 
findet sich der Werth der Determinante A gleich “a 
— (=)n 2 P : 
, n —— ' 
wenn ry 
7 n=4m+1 
oder gleich 
k n—2 a 
(i 
n 
=4m+3 7 


Wir betrachten nun Determinanten, die einzig aus den Elementen 
1 und —1 zusammengesetzt sind. . 
Die folgende - 


ee {oe 1 oe APR. or 
4h Se ies ast sedi 


x 
f 


rig , ‘ . aig 


ist eine zyklische Determinante, in der p Elemente (p< 4m) der ersten 
. - Zeile den Werth —1 haben und die tibrigen (n — p) gleich +1 sind. — 
" Sie wurde erértert von Catalan, und ihr Werth ist: 


(pipette hn 2p) 


Catalan, Recherches sur les déterminants. Acad. de Belg. Bull. t. 13. 
1° partie. (1846) [534—555]. 


oP 
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Nehmen wir » = 1 an und setzen die letzte Zeile an die zweite 
Stelle, die vorletzte an die dritte ..., so erhalten wir die Determinante: 


—141.--.-4+1 
a cas ae 
er Wi ap Ie cen 


worin alle Elemente gleich 1 sind mit Ausnahme derer der Haupt- 
diagonale, die den Werth —1 erhalten. 

In einem Aufsatze von Fouret wird diese Determinante unter 
der Bezeichnung C,, nach zwei anderen behandelt, die beziehungsweise 
A,, B, heissen: 


i bebe ama Reto et 

a KOM ah orate 

A a dee eee I 
ie laa arse) 

j Fas Boe 

Boa ae 
eel Sete. =0) 


In der ersteren sind alle Elemente gleich 1 mit Ausnahme der 
(n — 1) letzten in der Hauptdiagonale und diese gleich Null, in der 
zweiten sind alle ausserhalb der Hauptdiagonale befindlichen Elemente 
gleich 1 und in der Hauptdiagonale stehen nur Null-Elemente. 


Fouret, Sur un mode de transformation des déterminants. Bull. soc. 
math. de Fr. t. 14. 1885—1886 (1886) [146—151]. 

Fouret, Remarque sur certains déterminants numériques. Bull. soc. math. 
de Fr. t. 15. 1886—1887 (1887) S. 146 f. 

Wenn man in A, von der ersten Spalte die zweite abzieht, so 


ergiebt sich: 


as = tea eye 1 
und setzt man dasselbe Verfahren fort, schliesslich: 
Ay, =. (— 1 ere 


Wenn man bei der zweiten Determinante die tibrigen (m — 1) 
Spalten zur ersten addiert, so erhilt man: 
B, = (n — 1) A, 
und daraus weiterhin: 


By, = (n — 1)(— 1)" 
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Und fiigt man schliesslich in C, zu allen andern Spalten die 
erste hinzu, so ergiebt sich: 


C, ak Taae vA Wb ened 
mithin: 


Q, = (— 1)*—! 291 (n evo, 


Man kann die Determinante C,,, wie es Fouret gethan hat, zu 
dem Nachweis der folgenden geschmackvollen Umwandlung einer 
Determinante benutzen. 

Hs sei eine Determinante der Ordnung m (m= n) gegeben. 


Wir wihlen m Spalten aus und innerhalb der dadurch 
ausgezeichneten Matrix ziehen wir von den Hlementen einer 
jeden Spalte die entsprechenden Elemente der andern ab. 
Die neue Determinante, die dabei entsteht, kommt der ur- 
sprtinglichen, wenn diese erst mit — (m— 2)2"-1! multi- 
pliziert wird, gleich. 


Hs lasst sich wirklich die neue Determinante als Produkt der 
vorgelegten und des Faktors (—1)"C, ansehen, wenn man dieser 
letzteren in passender Weise Zeilen und Spalten hinzufiigt, so dass 
man sie zur Ordnung m tiberfiihrt, wenn man nimlich schreibt: 


ah) ith Meee ee eG Ieee 
ae Vit ys ©. th COCO 

ey Cyl dp ed cic on Oe 250 
be At Osis iad KOS cat 
OtlintisarrOinOteeay 


Da man den Werth von C, kennt, erscheint danach der Lehrsatz 
erwiesen. 

Hine weit allgemeinere Determinante, als die C,, ist die folgende, 
welche von Studniéka erértert worden ist. 


if 
—1 
1 
1 


ee ee 


1 i 1---—1 1 


So 
whe is 
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Fir sie ergiebt sich als Werth 2"—*. 
Studniéka, Uber eine neve Determinanteneigenschaft. Bohm, Ges. Ber. 
Jahrg. 1880. N. 7 [50—54]. 


Im Zusammenhang mit diesen Determinanten kénnen wir gewisse- 


andere hier betrachten, die Roberts (Nouv. ann. 2. ser. t. 3. 5. 139f.) 


vorgelegt hat, niimlich solehe wie: 


evel 1) nike 
ue ae cee 
os ann aces 


Man lese dariiber: 

Ferrara, Soluzione della questione 694 dei Nouvelles Annales. Giorn. di 
Batt. vol. 2. (1864) S. orf, 

Torelli, Soluzione della questione 694 dei Nouvelles Annales. Giorn. di 
Batt. vol. 2. (1864) S. 191. 

Smet-Jamar, Question 694. Nouv. ann. 2. sér. t. 3 (1864) 8. 395 f. 


Diese Determinanten werden auf die vorangehende C, zuriickge- 
fiihrt, wenn die « alle gleich — 1 angenommen werden. 
Der Werth dieser Determinante ist: 


(@ —D(@—D GYD @—V) @ —) + @_4-D 


wobei (%, %...%,—1) auf jede médgliche Weise unter den —_ 
eee es 00 ausgewihlte (w — 1) Kennziffern. vorstellen. 
Winn man an Stelle der Elemente 1 andere Elemente mit pi 


Werthe « einsetzt, so erhilt man eine weit allgemeinere Determinante, 
die von Torelli (a. a. O.) behandelt wurde. Siehe auch 


Cesaro, Corso di analisi algebrica. Torino 1894. S. 16. 
Die folgende Determinante stellt einen noch héheren Grad der 
Allgemeinheit dar: 


ay XL Xs rie Ln 
Uy Oy Ls ee Ln 
Uy XL Os anes Do Xn 
x, Lg Xs ia Qn 


Sardi, Un teorema su’ determinanti. Giorn di Batt. vol. 6 (1868) [857—360]. 
Siehe auch Capelli- Garbieri, ee Padova 1886 8. 326. 


Ihr Werth ist: 
(a, az 21) (a, a Hq) a (Gn es n) eee CA ie ;,) (Ge Hin) Vs (ee ry ae 


=® 


ee vou tee Fo rm Eile phe ~ 148 ‘ a 
a +P 
, . vy fe die Form fen: Pe os 
a+ (e— A), oo ia aes a "+ on a 
ten wir dann das Ergebniss: . . "a 
a (e — Ay} cae 


: male Lucas, Sur une formule @analyse, C. R. t. 70. janv.—juin 1870. 


Eine ganze Funktion von # wird in Form einer Determi- 
nante ausgedrickt. 


___ Ks lasst sich leicht nachweisen, dass die Determinante: 24 


ters Go, Ogg Ge Ont On fa 

i OS Se ine ne jie 
oy RD a = 

(— gatgditdy ar he : c= 

Gam 5. Wing é ae 

% ine Darstellung des Polynoms ist: o 
aya” + aya"—1 ty z 

Man lese: . 


7 Giinther, Uber aufsteigende Kettenbriiche. Zeitschr. f. Math. 21. Jahrg. 
(1876) [178—191] S. 187. Desgleichen Giinther, Det. 1877. S. 204. 

. Laisant, Sur un déterminant remarquable. Bull. soc. math. de Fr. vol. 17 
(1889) [104—107]. 
Denn wirklich, entwickeln wir diese Determinante nach den Hle- 
-menten ihrer ersten Spalte, so erhalten wir: 


Oy A See An—1 On 
Ay Xx” + * \ 


(LAW ce RE Bs. ‘6 


und diese zweite Determinante hat die nimliche Gestalt, wie die, von 
der wir ausgegangen, ist jedoch von niedrigerer Ordnung. Bei Fort- 
setzung des angedeuteten Verfahrens wird die Behauptung erwiesen. 


Epi 
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Zu demselben Ergebniss gelangt man, und sogar-noch leichter, 
wenn man die Determinante nach den Hlementen der ersten Zeile 


entwickelt. 


Setzt man an Stelle der Elemente —1 Elemente —y ein, so. 


ergiebt sich eine bin’re Form in w und y. 
Eine verwandte Determinante betrachtet Mansion (Elemente der 
Theorie der Determinanten. Leipzig 1878. 8.17), namlich: 


pe pa eeecncte Gt Ben 5 28 8 
La Ole OR me 
OF Lhd 2. OxOr e100 
OOO =. Oni re tan 


Diese Determinante erhalt man aus der vorangehenden D, wenn 
man «= — 1 annimmt, die Determinante mit (— 1)" multipliziert 
und einige von den ersten a gleich 1 setzt, die tibrigen aber 
gleich Null. 


~ 


Es findet sich dann, dass der Werth dieser Determinante Null > 


oder auch 1 ist, weil er gleichkommt: 


(1p Cap ti. Ciptt-] 


Mit einer Determinante von ziemlich ahnlicher Gestalt, die jedoch 


noch allgemeiner ist, beschaftigt sich Escherich. 


Escherich, agconmane einer Determinante. Monatsh. f. Math. 3. Jahrg. 
(1892) S. 19f. 


An Stelle der «# innerhalb der Hauptdiagonale setzen wir der 


Reihe nach a, 7 ...%, und an Stelle der — 1 in gleicherweise ge- 
ordneter Folze — “i » —Ye>+++— Yn, dann entsteht die von Esche- 
rich erérterte Determinante: 
Ay Oy Dk Oy 
—_ Y, Ly Shae tie O 
Te Gress 


Diese Determinante wird gleich dem Ausdruck: 


My, ++ Yn AY, Ly +++ Ly + AgYyYo¥y * >> Bn + - 


> 
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§ 39. Die Summen gleicher Potenzen der Wurzeln in der Form 


von Determinanten. 
Hs sei die Gleichung vorgelegt: 
aja" + aa—t+.-..1%, =0. 
Man weiss, dass bei Hinfiihrung der Bezeichnungen s, Sy... Sm (m <n) 


fiir die Summen der gleichen Potenzen der Wurzeln dieser Gleichung 
die (nach Newton benannten) Beziehungen Geltung haben: 


MS, + a, =O 
ApS + 4,8, + 2a, = 0 
Ay 83 $F Ay Sy + Ag 8; + 3a, =) 


Wir betrachten nun die Determinante: 


Coriaie Seateast aul Atay 
ay My 0 io Dy Baz 

Ay Oy Gig BORA ON NS a, 

Am—2 Am—3 Am—4*** A (m ee 1) Am —1 
Am—1 AUm—2 Am—3 °°: A MAn 


Wenn wir die erste Spalte mit s, multiplizieren, die zweite mit 


S und so fort, die (m— 1)-te mit s,—1 und zu der m-ten Spalte 


addieren, so werden in dieser die (m— 1) ersten Elemente, in Folge 
der Newtonschen Formeln, gleich Null und das letzte Element wird 
— Sm. Die Entwicklung der Determinante schriinkt sich also auf 
das Produkt der Hauptelemente ein, weil alle Elemente auf der einen 
Seite der Hauptdiagonale verschwinden, und man erhalt demzufolge 
als Werth dieser Determinante 
We. a Sin 

Es erscheint also, abgesehen vom Faktor a,”, unter der Form einer 
Determinante die Summe s,, der m-ten Potenzen der » Wurzeln der 


vorgelegten Gleichung. (m <n) 
Einige Erérterungen iiber Determinanten dieser Gestalt findet 


man bei: pete, 
Vito Eugenio, Considerazioni intorno a taluni determinanti particolari. . 


Giorn. di Batt. vol. 8 (1870) [285—290]. 
Gtinther, Det. 1877 8. 110f. 3 
Janni, V., Sopra una formola di Waring. Acc. di Napoli, Rendic. anno 17 
(1878) [27—81]. ; 
Garbieri in dessen Bericht tiber das Lehrbuch der Determinanten-Theorie 
yon Giinther. 2. Aufl. 1877. Bull. di bibl. e di stor. Bone. t. 11. 1878 [257—318] 


S: 303 f. 


Pascal, Determinanten. 


10 
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§ 40. Determinanten, die von dem Werthe gewisser Elemente 
unabhangig sind. 


Beachtung verdient die folgende Determinante m-ter Ordnung, 
die von Dostor behandelt worden ist, 


eight ae, 

ney a eg -- > Olan 

= 6G wee 
— a —ad — dt «| oe a 


wo die Elemente der ersten Zeile simmtlich gleich a sind, tee 
die in der Hauptdiagonale befindlichen. 

Die Elemente unterhalb der letzteren sind aber alle gleich —a 
und die tibrigen Elemente a,;...dz,...@3n... sind ganz beliebig. 
Von den Werthen dieser deizi ponaaiten Elemente ist die Determinante 
unabhingig. Und wirklich lasst sich zeigen, dass das Komplement._ 
eines jeden dieser Elemente Null ist. 

Wir kénnen demnach den Werth der Determinante berechnen, 
indem wir alle die Elemente a,;...d2,... gleich Null setzen, und 
dann findet sich: 

D = 2"—1@", . 

Dostor, Propriété des déterminants. Arch. d. Math. 56. Theil (1874) 
[238—240]. 


§ 41. Determinanten gebrochener Funktionen. 


Man nennt Determinanten gebrochener Funktionen solche, 
die in der Gestalt auftreten: 


a, I 0 0 
CA eek 0) 0 
A, = Gig ly Fda ad 0 
On Qn, 1 On=2 223 bers a, 


Sie fiihren diesen Namen, weil mit ihrer Hilfe, wie sich ohne Weiteres 
zeigen liasst, die Kocniaeien der rationalen gebrochenen Funktionen 
Rider der Pruchtankiienen ausdrtickbar sind. 


toe 
rv 
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Wenn wir solche Determinanten nach den Elementen der ersten 
Spalte entwickeln, erhalten wir sogleich die folgende Rekursionsformel: 


An = Gp AR ==> Gi,An 3 +- Oi, An—s Ss Seo si An 


Setzen wir jetzt . 


a(a)=1-+ a2 + a2? + azi+... 
so lasst sich leicht darthun, dass [1:a(x)] gleich ist 

A(x) =1— A,x#+ Av? — Aza? +... 
wobei die A die Gestalt der oben niedergeschriebenen Determinante 
haben. 

Multiplizieren wir namlich a(x) mit-A(x), so ergiebt sich: 
A(@).a(2) =1— (A, —a,)e + (A, — Aya, + a)o® + 
und da nach der Rekursionsformel auf der rechten Seite simmtliche 

Koeffizienten verschwinden, so erhalten wir einfach: 


A(x) .a(e) =1 


womit die Behauptung erwiesen ist. 
Wegen dieser und anderer &hnlicher Betrachtungen lese man 


Dietrich, Uber den Zusammenhang gewisser Determinanten mit Bruch- 
funktionen. Journ. f. Math. Bd. 69 (1868) [190—196]. 


§ 42. Die Determinante von Smith. 


Wir betrachten die folgende Determinante, die ihren Namen 


Peach Smith erhalten hat, 


(i, 1) (4,2) --+ C,.%) 
(n, 1) (n, 2) ne (n, n) 
@, 9) 
der grdsste gemeinschaftliche Theiler der beiden Zahlen 7, 7 zu 


verstehen. 

In der Zahlentheorie bezeichnet man mit dem Symbol g(m) die 
Anzahl der Zahlen, welche kleiner sind als » und dabei zu” relativ 
prim, und bekanntlich ist der Werth der Summe 


| MA p(m) ) 


Hier ist unter 


Or 
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wenn die Summation sich auf alle Zahlen m erstreckt, die Theiler 
von » sind, gleich n, also 


> v(m) =n 


Daher lasst sich der grésste gemeinschaftliche Theiler (¢, 7) zweier 


Zahlen i,j in der Form einer Summation darstellen iiber eine Anzahl - 


7 
= 


von g(m), ausgedehnt auf alle m, die gemeinschaftliche Theiler der — 


beiden Zahlen 7,7 sind. Wir kénnen nimlich schreiben: 


(4,9) = ixdj19(1) + aj2aj29(2) +--+ + indjnP(M) 
wobei a;,, 4;, die Hinheit oder Null darstellen, jenachdem / ein Theiler 


von 7 und j ist, oder nicht. Daher sind a;,, aj, Null, wenn k >7 


oder aber k >). 
Danach stellt sich die Determinante der a;, wie folgt dar: 


1 OL pO es 2 0 
bolo Ose 


& Ony Paez at) 


und ihr Werth betriigt 1, weil alle Elemente auf einer Seite der 
Hauptdiagonale Null sind. 


Da man die vorgelegte Determinante nun als das Produkt auf- 4 


fassen kann von 5 
Any Ai rym ei | 


Gig ll Ogg sts aes 


und 
Ay Pl) a. p(2) +--+ ding) 
Az, P(1) agg p (2) pki 


und weil die erstere Determinante gleich 1 ist, die zweite gleich 


1.(1)9(2)--- p(x), so ergiebt sich schliesslich der Werth der De- 


terminante von Smith zu 
p(1) p(2) --+ p(n) 


Hs giebt tiber so gestaltete Determinanten Untersuchungen von 


Smith, On the value of a certain arithmetical determinant. Proc. Lond. 


math, soc. vol. 7 (1875—76) [208-212], 


Mansion, Démonstration d’un théoréme relatif & un déterminant remar- 
quable. Acad. de Belg. Bull. (2) t. 46 (1878) [892—899]. 


" ae hu F 7 
es cat ‘| 
ete aan tant aus Differenzen. 149 


ion. @un théoréme de M. Smith. Ann, soc. sc. Brux. 
Auszugsweise in Mansion, Sur la théorie des nombres. 


lan, “Théoréme de MM. Smith et Mansion. Nouv. corr. Lae ti 4 
aige, 
178 i ; 
ro, Determinanti in aritmetica. Giorn. di Batt. vol. 23 (1885) [182—197]. 


ro, Considérations nouvelles sur le déterminant de Smith et Mansion. 
n. de Véc. Thorm. 3° sér. t. 2 (1885) [425—435], 


7 


Sur un théoréme de M. Mansion. Moy. corr. math. t. 4 - 


§ 43. Determinanten aus Differenzen. 
a Es sei eine Reihe von Gréssen 
[eee A, Ay Ag... An Anti.. 
_vorgelegt. 
Man bilde die ersten Differenzen 

Aw AW AM -. Por Oia 


danach die zweiten, die dritten und so fort, also die Reihen: 


Rom A JAN TO POR 34 
Be NO AY es PAO aE: 


pe /k eae yi aaiay ae ee en 


und man setze voraus, dass diese letzte Reihe nur eine Konstante von 
~ dem Werthe C enthilt. 


_ 


_ Bildet man mit den ersten n Spalten aus dem Schema 
der vorstehend verzeichneten n Zeilen eine Determinante, so 
wird diese ihrem absoluten Werthe nach der n-ten Pitenn 
der Konstanten C gleich sein. 


Siehe Raimondi, Un teorema sui determinanti di differenze. (Giorn. di 
Batt. vol. 26 (1888) [185—188]. 


Dieser Satz ist (der Meinung des genannten Schriftstellers ent- 
_ gegen, der ihn anscheinend fiir neu ansah) seit lange bekannt, ist er 
doch derselbe, den wir bei Gelegenheit der Hankelschen Determi- 
nante (Siehe 8. 69) besprochen haben. 
Hine andere Art der Differenzendeterminante haben wir schon 
auf 8. 40f. behandelt und zu ihr bildet die hier betrachtete Determi- 
-nante wiederum einen besonderen Fall. 

Es mége die Reihe der » Gréssen 


Chelsea Oe 


ers 5:- 
150 Theil II: § 44. Besondere zyklische Determinanten. 


vorgelegt sein und dazu die Reihen ihrer ersten, zweiten . -. Differenzen 
gebildet werden. Die Anfangsglieder dieser Reihen sind: 
| Gi, Gyo i Ope es 3 eee 
Dem entsprechend gehért zu der Reihe der m Gréssen 
Dy pt Oa een 


die Reihe 
De Kbf, Wb et ey 


und dasselbe Verfahren der Zuordnung lisst sich fiir Elemente ¢, d,... 
wiederholen. Es besteht dann die Determinantengleichung: 


Cds sg | a, a; Mae, 7 eee, 
Dios. dae: | =| 0, AO, AA bynes ae 


Setzen wir aber 
As ——— b, 
As SEs be = Cy 


a, == Uy 6, —— 10, 


so erhalten wir im Besonderen die vorhin besprochenen Determinanten 
wieder. Allgemeinere Satze, die sich im Anschluss hieran von Deter- 
minanten aussprechen lassen, lese man auf 8. 41. 

Der Ubergang, der sich von hier aus zu Determinanten machen 
lisst, wie sie in § 34 vorkamen, ist dort angedeutet; tiberdies ver- 
gleiche man 

Scott, Det. 1880. 8. 20 und 81. Baltzer, Det. 1881. S. 27. 

Raimondi behandelt a. a. O. eine Determinante, deren Elemente 
figurierte Zahlen sind. 


§ 44. Besondere. zyklische Determinanten. 


Ks ist vortheilhaft, hier auch der folgenden besonderen zyklischen 
Determinante Erwihnung zu thun: 


p+@,p+2¢,-->p+tng 
pt+2q, p+3q, --- ptea 


|p + nq, Ped 3 


= 


oad pip 
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Ihr Werth ist: 


(Hye gn {nF OED) ges 


Fiir 
7% 


erhalt man: 


Peoto = 
ee a Se 


m12---n—1 
Uber diese Determinanten vergleiche man: 
__ Cremona, Solution de la question 465. Nouv. ann. t. 19 (1860) [151—153]. 
Siehe wegen der Fragestellung dieselbe Zeitschrift Bd. 18 S. 117 und weiter die 
8. 73 angezeigte Note von Cremona. 


'  Lemonnier, Calcul d’un déterminant. Bull. soc. math. de France. vol. 7 
(1879) [175—177]. 
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Hine Determinante von der Form: 


Gro mire 0. chet 0 
—l Ay 
0O—1 a--:- 0 0 0 


— 
S 
=) 


0 ONO 8 = = bn at F 

O40 0 irs le 
in der also alle Elemente Null sind, ausgenommen die der Haupt- 
diagonale, die beliebigen Gréssen gleichgesetzt werden, und ausge- 
nommen weiterhin die in den beiden der Hauptdiagonale benachbarten 
und parallel verlaufenden Linien enthaltenen Elemente, die auf der 
einen Seite sammtlich gleich + 1, auf der andern aber gleich — 1 
angenommen werden, heisst eine Kettenbruch-Determinante oder 
Kontinuante. (Muir.) 

Man kann jedoch auch weit allgemeinere Kontinuanten in Be- 
tracht ziehen, wenn man nur zum Beispiel an Stelle der Klemente 
—1 oder der Elemente + 1 beliebige Gréssen 6, ...6,—1 einftihrt. 

Wenn man jene Determinante nun nach den Produkten von Mi- 
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noren entwickelt, die innerhalb der ersten m Zeilen enthalten sind, 
so ergiebt sich: 
Ca = Cn Ores + Gn as Cae 
wobei durch C)_, die Kontinuante bezeichnet wird, deren Haupt- — 
elemente @y+1...@, sind. - 
Hieraus erhalten wir bei m= — 1 eine Rekursionsformel, der 
die Kontinuanten Geniige leisten, namlich 


C,, =~ Op Cn ot + Ges 


Wir wollen die Anzahl der Glieder berechnen, die eine allgemeine 
Kontinuante enthalt. 

Zunichst lisst sich leicht nachweisen, dass die Entwicklung der 
Kontinuante von gerader Ordnung auf eine Summe zuriickzufthren ist, 
bestehend aus der Hinheit und einer Reihe von Gliedern, wovon ein 
jedes eine gewisse gerade Anzahl der a mit dem Koeffizienten 1 zum 
Produkt vereinigt enthilt, und wenn » ungerade ist, dieselbe Hnt- 
wicklung auf die Summe von Produkten einer ungeraden Anzahl der 
a hinaus kommt. Und wirklich, bleibt dieses Gesetz bis zu den Kon- 
tinuanten (n — 1)-ter Ordnung erhalten, so wird es auch fiir die von ~ 
n-ter Ordnung zu Recht bestehen, wie man aus der oben aufgestellten 
Rekursionsformel ersieht. Nun ergiebt sich eben fiir » = 3 


Cs = My Mg4, + a, + a, 
C, = MM, + 1 


Daher wird das Gesetz stets giltig sein. 

Hieraus leiten wir ab, dass, wenn man an Stelle aller a die Hin- 
heit setzt, jedes Glied der positiven Hinheit gleich wird, und in Folge 
davon erhalten wir in jedem Fall eine ganze Zahl, die die Anzahl der 
Glieder der allgemeinen Kontinuante darstellt. Diese Zahl wird also 
durch die Determinante 


und fiir n — 2 


Lali laealveue 
pan Haag © Nan i 


ie EN remel 


gegeben. 
Die Rekursionsformel liefert fiir diese Determinante die Gleichungen: 


Cn = Cn—1 + Cnu—2 


Die Zahlen c, bilden also eine Folge von ganzen Zahlen, von 


- beiden Sprergekencal iaibioksc ist. Dies = 
. Reihe von Fibonacci zu nennen. — byitid Tia 

éorie des nombres. t.1. Paris 1891. §. 4574f. ; 2 

sich nun leicht erweisen, dass im Allgemeinen — 


as (a ae 


oe =n fiir den Fall: » gerade, oder aber k = 4(n — ly fir 
Fall: n ee - 


+ 


G—1=(" a a a Za ie “V+ BA , : - 


Sees 


80 erkennt man, bei Beachtung der identischen Beziehung 


ee 6) G2)-CT9, <s 


leicht, dass auch fiir ¢c, dasselbe Bildungsgesetz giltig bleiben muss. of 
- Die Determinanten dieses Paragraphen heissen Kontinuanten, 
weil sie in Beziehung zu den kontinuierlichen oder Ketten- 
briichen stehen. Man sieht ja ohne Weiteres ein, dass: 


. 


Gi, 4 
1 == Ge 
ay + ain ay 
Cee) = 
il a, 1 
if 0—1 a, 
ty 1 dy 1 

= Beings | 
ba 3 = a, 


gleich dem Quotienten zweier Kontinuanten, von denen die eine zu 
_Hauptelementen die Elemente a, ... Gn besitzt, die andere, im Nenner, 
Hauptelemente a, ... dn. 


~S 
» 
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Zu demselben Ergebniss gelangt man, wenn man anstatt der oben 
eingefiihrten Kettenbriiche diese weit allgemeineren in Betracht zieht: 


Ein solcher Kettenbruch ist gleich dem Quotienten der zwei — 
Determinanten: 


Dee 0 


Bee Gb O 
Gece te fyi) von der Ordnung n 


Ory 07. 8 a 
Pit Tar 


—1 a OP ear) 
Oph Aa ee. von der Ordnung (n — 1). 


CPR Uae Meta 2 

Die letztere Determinante ist das Komplement des Hlementes a, ~ 
in der ersten. 

Solche Determinanten sind Kontinuanten viel allgemeinerer Art, 
als die vorher betrachteten, und man wird leicht einsehen, dass sie 
mit entsprechenden Higenschaften ausgestattet sind. Entwickelt man 
zum Beispiel die erste von ihnen, die wir A, nennen werden, nach 
den Hlementen der letzten Horizontalreihe, so ergiebt sich 


As a GuAa—a ++ Dn An—s 


Diese Rekursionsformel zeigt Ahnlichkeit mit der oben angefiihrten. 
In einem der vorigen Paragraphen sahen wir, wie die Summe 
gleicher Potenzen der Wurzeln einer Gleichung sich in Gestalt einer 
Determinante darstellen lisst (Siehe § 39). Ist die gegebene Gleichung 


Ax" + a,c"-1+.---t+ta,=—0 
so ergiebt sich in der That: 


2 My Oy Ay = Py 6) 


Mom Am—1 Am—2 +++ WA 


ae 


3 
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Setzen wir nun im Besonderen 
a, = A, Chow = tn, = 0 
aX = 1 ) 


dann werden (x — 2) Wurzeln der vorgelegten Gleichung gleich Null 
und die tibrigen beiden sind Wurzeln der Gleichung 


a + a,¢ + a, = 0 


Es wird demnach augenscheinlich s,, nur die Summe der m-ten 
Potenzen der zwei Wurzeln dieser quadratischen Gleichung und sein 
Ausdruck in der Form einer Determinante 


a, 1 OO Sesn0 
2% a 1 --- 0 
ee ee Ge Og? ou 0) ae 
0 0 O Ay 
Gels 50 Bika 
are My 5 of ola Pas 
OO nee Oy aa 2 ee 
m——'t m — 2 


Man ersieht hieraus, dass s,, die Darstellung mittelst zweier Kon- 
tinuanten zulisst, wovon die eine (m — 1)-ter Ordnung, die andere 
(m — 2)-ter Ordnung ist. 

Nimmt man a, < 2a, an und stellt dann die zwei (komplexen) 
Wurzeln der oben verzeichneten Gleichung in der Form auf: 


I, = Vay (cos « + 7 sin a), 


go kann man hieraus die bemerkenswerthe Formel gewinnen: 


cosa 1 8 alain serCmmA i 

ly S2rcoste 1 Hoiot AG) 

oper () ui 2eosa--- O 
(6) 0 0) --- 2eosa 


Studniéka, Eine neue Anwendung der Kettenbruch-Determinanten, Bohm. 
Ges. Ber. Jahrg. 1886 [3—6]. 


+ a foe, ewe 
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Eine andere Determinante, die man aus der vorangehenden ab- 


leitet, indem man fiir das erste Element 2cos« an Stelle von cos a 


einsetzt, hat ihrerseits den Werth 


sin mc 
sin a 


Studniéka, Beitrag zur Theorie der Potenz- und Kombinations -Determi- 
“nanten. Bohm. Ges. Ber. Jahrg. 1897. I. N. 1 [1—20] 8. 11. 


Und dies entspricht der nachstehenden, schon von Jacob Bernoulli 
(Mém. de l’acad. de Paris 1702) gegebenen Formel: 


sin « 


sin mo Me (2 és oyn—1 ea Ge ii i (2 cos ays +... 


Man kann die Lehre von den Kettenbriichen in der Weise auf- 
bauen, dass man zum Ausgangspunkt der Betrachtung ihren Ausdruck 
mittelst der Determinanten wihlt. Wir werden hier bei solchen Er- 
érterungen nicht verweilen und jetzt tiber diesen Gegenstand nur noch 
eine bibliographische Anmerkung beifiigen. 

Die ersten, welche sich mit dem Stoff beschaftigt haben, waren 

Sylvester, On a remarkable modification of Sturms theorem. Phil. Mag, 
ser. 4. vol. 5 (1858) [446—456]. 

Sylvester, On a fundamental rule in the algorithm of continued fractions. 
Phil. Mag. ser. 4. vol. 6 (1853) [297299]. 

Ramus, Determinanternes Anvendelse til at bestemme Loven for de con- 
vergerende Bréker. Danske Forh. 1856 [106—119]. 

Spottiswoode, a. a. O. Journ. f. Math. Bd. 51 (1856) S. 374. \. 

Painvin, Sur un certain systéme d’équations linéaires. Journ. de Math, 
(Liouv.) 2° sér. t. 3 (1858) [41—46]. 

Heine, Auszug eines Schreibens tiber die Laméschen Funktionen an den 
Herausgeber. Journ. f. Math. Bd. 56 (1859) [79—86] 8S. 80 f. : 

Thiele, Bemaerkninger om kjaedebrgker. Tidsskr. f. math. Tychsen. 2. Raekke. 
5. Aarg. (1869) [144—146]. 

Gtinther, Darstellung der Niherungswerthe von Kettenbriichen in inde- 
pendenter Form. Erlangen 1873. 

Von diesem letzteren Schriftsteller mag man mit Riicksicht auf weitere 
Bemerkungen und historische Hinweise das Kapitel 5 (Kettenbruchdeterminanten) 
in der zweiten Ausgabe seiner Theorie der Determinanten (Erlangen 1877) 
nachlesen. 

Von Giinther vergleiche man weiter die Aufsitze: Beitrage zur Theorie 
der Kettenbriiche. Arch. d. Math. 55. Theil (1873) [892—404] S. 397. — Uber 
die allgemeine Auflésung yon Gleichungen durch Kettenbriiche. M.A. Bd. 7 
(1874) [262—268], endlich die Schrift: Gtinther, Beitrage zur Erfindungs- 
geschichte der Kettenbriiche, Weissenburg 1872. 

Von demselben Gegenstande handelt auch: 

Muir, A theorem in continuants. Phil. Mag. ser. 5. vol. 3 (1877) 8. 187f. 

Muir, Extension of a theorem in continuants, with an important application. 


Phil. Mag. ser. 5. vol. 3 (1877) [360—866] die Benennung ,,Kontinuanten“ betreffend — 


Muir in einem Briefe an Sylvester, Americ. Journ. vol. 1 (1878) 8. 344. 


Eine Determinante von der Art der Kontinuanten ist in neuester Zeit von 
Mollame untersucht worden. 


~ 
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Mollame, Sviluppo del determinante 


U 1°Q=>% 0 
La ghee G (0) 
O1lw---0 * 
000.---% 


e relazioni notevoli che ne derivano. Riv. di mat. vol. 3 (1893) [47—53]. 

Man vergleiche auch Scott, Det. 1880. chap. 13: [169—179], Baltzer, 
Det. 1881. § 3,11 und § 8,3 sowie Pringsheim in Encycl. d. math. Wiss. I. A. 3. 
Trrationalzahlen und Konvergenz unendlicher Prozesse. Art. 46. 


-§ 46—50. Uber die Determinanten der orthogonalen Substitutionen. 


§ 46. Allgemeine Higenschaften. 


Hine Determinante 
| a; | 
heisst Determinante einer orthogonalen Substitution oder 


kiirzer orthogonale Determinante, wenn zwischen ihren Elementen 
die folgenden Beziehungen bestehen: 


ae? +a? +-->-+aZ7—1 
4401; + 2; M2; + et a ning == 0 


Die Elemente einer orthogonalen Determinante sind eben die 
Koeffizienten einer orthogonalen Substitution, das heisst einer Sub- 
stitution, welche die besondere quadratische Form ay vay eae 
unverdndert lasst. 

Die erste Higenschaft, die unmittelbar aus dieser Begriffsbe- 
stimmung hervorgeht, ist in dem Satze enthalten: 


Das Quadrat der Determinante einer orthogonalen Sub- 
stitution ist die positive Hinheit. 


Es gentigt nimlich, das Quadrat der Determinante nach der ge- 
wohnten Regel herzustellen, um zu finden, dass dann alle Hlemente 
der Hauptdiagonale gleich 1 werden und alle tibrigen Elemente ver- 
schwinden. Daher ergiebt sich der Werth einer orthogonalen Deter- 
minante stets zu + 1. 

Hine zweite grundlegende Higenschaft ist folgende: 


Das algebraische Komplement eines Elementes ist gleich 
dem Element selbst, multipliziert mit der Determinante. 
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Gehen wir namlich von den Gleichungen aus: 
Cat 1s + Aer dag + +++ + Oni Oni = 9 


15 A; + Ageia + ++ + Oni Oni = 1 


Ani + AgnM2i + 2+ + Lb Ann Oni = 0 


und bezeichnen beziehungsweise mit A;; das algebraische Komplement 
von aj, multiplizieren dann diese Gleichungen der Reihe nach mit 
A;; Ajy... Aj;... Ajn und summieren, so ergiebt sich, wenn man die 
vorgelegte Determinante D nennt, 


DD: ji Aj; 


Man muss hierzu bedenken, dass die Summe der Produkte von Ele- 
menten einer Zeile in die algebraischen Komplemente der Elemente 
einer parallelen Zeile Null ist. 

In der gewonnenen Formel ist unser Lehrsatz erwiesen. 

Nach der begrifflichen Hrklérung ist die Determinante einer 
orthogonalen Substitution eine solche, bei der die Quadratsumme der ~ 
Elemente aus einer und derselben Spalte gleich 1 ist, die Summe der 
Produkte aus den Elementen einer Spalte in die homologen Elemente 
einer parallelen Spalte Null. Nun lasst sich aber zeigen: 


Wenn diese Higenschaft beziiglich der Spalten gilt, so 
bestitigt sie sich auch fiir die Zeilen, das heisst, zwischen 
den HKlementen gelten auch diese Beziehungen: 


Gis? + dis e+ + + dink = 1 
151 + Ajp2 Aj 2 + --- + Qin djn = 0 
Da namlich allgemein 
‘Dy ak = A; k 
und hieraus sich ergiebt 
DD: Qi KAyn = Aji; x , 
erhalt man durch Summation aller dieser Gleichungen fir k= 1,2,...” 
D (1.451 +.-. + Ah n Aj n) eae Aji Gj1 + ay + AjnQjn 

und der Ausdruck hier auf der rechten Seite hat den Werth D oder 
aber Null, jenachdem j = 7 oder j verschieden von 7 ist. 

Die im zweiten Lehrsatze ausgesprochene Higenschaft lisst sich 


auf die Minoren beliebiger Ordnung ausdehnen. 
Man kann den Satz erweisen: 


Ce ae 
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Jeder Minor ist gleich seinem algebraischen Komplement 
multipliziert mit der gegebenen Determinante D. 


Multipliziert man naimlich mit D alle Elemente eines Minor der 
Ordnung m, so erscheint derselbe mit D” ultipliziert. Indessen geht 
das Produkt eines jeden Elementes mit D in sein algebraisches Kom- 
plement tiber und daher erhalt man den homologen Minor in der zur 


gegebenen reziproken Determinante. Dieser homologe Minor ist 


aber bekanntlich gleich dem algebraischen Komplemente des gegebenen 
Minor, multipliziert mit D”™—1. Aus der Gleichsetzung beider Aus- 
driicke geht unser Lehrsatz hervor. 

Auch dieser weitere Lehrsatz ist noch bemerkenswerth: 


Das Produkt zweier orthogonaler Determinanten ist 
wiederum eine orthogonale Determinante. 
Und wirklich, wenn 
|a;|=A, [b;|—=B 
die zwei gegebenen orthogonalen Determinanten sind, so wird ihr 


Produkt 
A.B= | 4:01; + ehiehe + AniOn; | 


Bilden wir aber nun die Quadratsumme der Elemente einer Zeile, 
so ergiebt sich 


bi? >, Gi? q- POSES bas >, Gnd =F DDisbay_>, Greta: nae 


a t 


2 bs 
j 
also gleich 1. 


Dem entsprechend erkennt man leicht, dass die Summe der Pro 
dukte, in denen die Elemente einer Zeile in die homologen Elemente 
einer andern multipliziert erscheinen, gleich Null ist. Daher ist A.B 
eine orthogonale Determinante. 


und das ist gleich 


§ 47. Die Aufgabe von Cayley. 


Bei der Beschiftigung mit orthogonalen Determinanten ist die 
folgende Untersuchung von besonderer Wichtigkeit. 

Die »? Elemente sind durch +” (m + 1) Gleichungen mit einander 
verbunden, daher bleiben unter ihnen unabhingige nur der Zahl nach: 


ni —in(n+1)=—4n(n—1) 
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Wie kénnen wir nun aber eine orthogonale Determinante auf- 
stellen, in der die simmtlichen Elemente durch 4” (”—1) unab- 
hingige Gréssen ihren Ausdruck finden? Euler und Cauchy haben — 
als die Ersten sich mit der Nachforschung hiertiber beschiftigt. Sie 
wurde jedoch im allgemeinen Sinne von Cayley durchgefiihrt. 

Das von Cayley aufgefundene Ergebniss ist das folgende. 

Wir betrachten eine schiefe Determinante von der Ordnung », 
bei der simmtliche Hauptelemente unter sich gleich sein sollen. [hre ~ 
Elemente mégen 0;; heissen und es sei 


b Oy Om Ole 


i= by, 6 Dog + +> O2n 


Dat One Dns es) b 
Da 0,; = — 6;; ist, sind unter einander verschiedene Elemente 
vorhanden der Anzahl nach 
tn(n—1) +1 


Bezeichnen wir mit B;; das algebraische Komplement zu 0;; aid : 
bilden die Elemente 


2b Biz 
ioe am 
2).Bis — B 2D Bix 1 
ea ae ee ae 


80 lasst sich zeigen, dass die a die Elemente einer orthogonalen 
Determinante sind und diese gleich + 1. 
Wir stellen ein System von 3” Gréssen auf: 


By By ts Be 
A et RZ tne Fs 
Yi Yo °° Yn 


fiir das die Gleichungen bestehen: 
0; == by 32, $+ +++ + Onsen 
Yi = O12, + ++ + Dinka 
Bei der Annahme 


-ergiebt sich 


XU; + — 2 be; 


Ss * a Pee al 7 
Z Z — Ss c 
Pre . i 
‘ Jie . z 


~ 


_ ra - 
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Multiplizieren wir die # der Reihe nach mit 
By B32 oO B; 

und summieren, indem wir die Beziehungen zwischen den b und den B 
beriicksichtigen, so erhalten wir augenschéinlich: 

Biya, + Bj aks + 2+: + Bata = Bz; 
und entsprechend 

Byjyy: + Bays + +> + Bujyn = Ba; 
Wenn wir dann auf der rechten Seite in beiden Gleichungen an Stelle 
von Bz; einsetzen 


so wird 
By; = 20 By: +--- + (20B; — B)a +--+ + 20 Binan 
Ba; = 2bBisy, +--+ + 2OBs — By; + +++ + 2D Bij Yn 
und fiihren wir die a ein, so ergiebt sich: 
Yj = Myr Po Ayn Bn 
Hj = Oat Fo nn 
Wenn wir nun hier in die zweite Gleichung die Werthe der y aus 


der ersteren einsetzen und dann die Koeffizienten der x gleich Null 
annehmen, so erhalten wir: * 


dag? + O37? 4 +++ + nj = 1 
1512 + A2;4i + +++ + AnjOni = 0 


Hierdurch erweisen sich die a als Elemente einer orthogonalen 
Determinante. Wir kénnen sogleich die Untersuchung dahin vervoll- 
stindigen, dass wir fiir diese Determinante den Werth + 1 aufzeigen. 

Die Determinante der Gréssen a lasst sich ja in der Form des 
Produktes: 


20B,, — B, 2B =. SOD BE 
20 8,, ON eee 0G Bee 
B” : : Ries, Cite: 

2b But 20 Bra Oh Be tb 


schreiben. Wir multiplizieren dessen zweiten Faktor mit der Deter- 
minante der b. Dabei haben wir zu beachten, dass 


Birbjr + + + Bishi + +++ + Bindjn = 9 
pe BB + Babin 


Pascal, Determinanten. 11 
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woraus nach Multiplikation mit 26 und weil 
bjs = — Diz 
folgt: 
20Birbj +--+ + (20B;;, — B)Oj: + +++ + Bindjn = BO;; 
2b0Bibis +--+ (20B;,— BYb +.--- + Bindin = Bb 


Es geht aus diesen Formeln hervor, dass, wenn man gedachtes 
Determinanten-Produkt nach Zeilen ausfiihrt, man als Ergebniss er- 
halt B”, multipliziert mit der Determinante der b, also noch einmal 
multipliziert mit B. Es ergiebt sich daher im Ganzen B’*+1. Deshalb 
ist die oben, innerhalb der Produktdarstellung der Determinante | a;; | 
auftretende Determinante gleich 6”, mithin jene selbst gleich + 1. 

Auf diesem Wege erhilt man eine orthogonale Determinante, 
deren Elemente sich rational darstellen lassen durch 4”(n — 1) 
unabhingige Gréssen, nimlich die 6;;. Die Grésse 6 kann man der 
Hinfachheit wegen gleich 1 annehmen. 

Beztiglich einer wichtigen Bemerkung, die Kronecker zu dieser 
Lésung des Problemes durch Cayley gemacht hat, kann man die vor- — 
letzte Seite einer Arbeit von Netto einsehen. 


Netto, Uber orthogonale Substitutionen. Act. math. Bd. 9 (1887) 
[295300] 8. 299 f. 


Fir n= 2 sind die Elemente der Determinante der a (wenn — 
big = —}., = 4 gesetzt wird) : 


1 — 7? 22 
i as 14.23 
21 1— 2? 
ea ee 
Wenn man fiir den Fall »—3 ansetzt: 
1 Y= 
B=|—vy 1 A 
5) 1 
so ergeben sich fiir die Elemente a die folgenden Werthe: 
1+ 2? — uw? — »? 9 uti gb the 
B B B 
garde 1+ uw? — v2 — 22 9 Ar uy 
B B B 
9 bob Ay 9 At ur 1 + v? — 7? — y? 
B iz B B 
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Die orthogonalen Determinanten treten im Besonderen bei geo- 
metrischen Fragen hervor und gerade fiir 2 zeigen sie sich bei 
der Verwandlung rechtwinkliger Koordinatenaxen in der Ebene von 
Bedeutung, sowie fiir »—3 bei der entsprechenden Aufgabe fiir 
den Raum. 

Wenn man ein System rechtwinkliger Axen in ein anderes, 
gleicherweise rechtwinkliges zu verwandeln hat, ohne den festen 
Anfangspunkt der Koordinaten zu andern, so werden die Koeffizienten 


_ der Umwandlungsformeln genau die Elemente einer orthogonalen De- 


terminante. In dieser Gestalt stellte sich unsere Aufgabe zum ersten 
Male Euler dar. 

Die Aufgabe Cayleys kann auch in dieser Form ausgesprochen 
werden: Hs soll mit Hilfe von 4”(m — 1) Grossen ein Ausdruck fir 


die Koeffizienten einer orthogonalen Substitution gefunden werden, 


einer Substitution also, die die besondere quadratische Form 
a ae ae ag al 
unverandert lasst oder, wie man auch sagt, in sich selbst tiberfiihrt. 
Mit Riicksicht auf diese Auffassung ist die Aufgabe in dem Sinne 
erweitert worden, dass man an Stelle der vorausgehenden besonderen 
quadratischen Form eine allgemeine quadratische Form zu Grunde 


gelegt hat. 

Mit dem Fall der terniren und quaterniren Formen hat sich zuerst Hermite 
beschiaftigt. 

Hermite, Sur la théorie des formes quadratiques ternaires indéfinies. 
Journ. f. Math. Bd. 47 (1854) [307—312]. 

Hermite, Sur la théorie des formes quadratiques. Journ. f. Math. Bd. 47 
(1854) premier mémoire [313—342] second mémoire pe mee ; 

Hermite, Remarques sur un mémoire de M. Cayley relatif aux déterminants 
-gauches. Cambr. Dubl. math. Journ. vol. 9 (1854) [63—67]. 

Erweiterungen der gedachten Aufgabe sind ferner in den Aufsitzen be- 
handelt: 

Cantor, G., De transformatione formarum ternariarum quadraticarum 
Halle 1869. (Habilitationsschrift.) 

Bachmann, Untersuchungen tiber quadratische Formen. Journ. f. Math. 
Bad. 76 (1873) [331—341]. 

Tannery, Sur les substitutions linéaires par lesquelles une forme quadra- 
tique ternaire se reproduit elle-méme. Bull. sc. math. t. 11. sec. sem. (1876) 
[221—233]. , oa 

Frobenius, Uber lineare Substitutionen und bilineare Formen. Journ. 
f. Math. Bd. 84 (1878) [1—63]. : 

Prym, Uber orthogonale, involutorische und orthogonal-involutorische Sub- 
stitutionen. Ges. d. Wiss. Gottingen, Abhandl. Bd. 38 (1892) [1—42].- 

Loewy, Sur les formes quadratiques définies 4 indéterminées conjuguées 
de M. Hermite. C. R. t. 123. juill—déc. (1896) [168—171]. ; 

Loewy, Uber bilineare Formen mit konjugirt imaginaren Variablen. Nova 
Act. Leop. Bd. 71. Nr. 8 (1898) [379—446]. (Habilitationsschrift.) 

Man vergleiche Meyer in Encycl. d. math. Wiss. 1B2. Invariantentheorie 


Art. 3. 


gue 
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Die Literatur tiber orthogonale Determinanten betreffend wollen 


wir die folgenden Arbeiten anfthren: 
Euler, Problema algebraicum ob affectiones prorsus singulares memorabile. 
Novi Comm. Petrop. t. 15 pro anno 1770 (1771) [75—106]. i) 
Euler, Formulae generales pro translatione quacunque corporum rigidorum. 
Novi Comm. Petrop. t. 20 pro anno 1775 (1776) [189—238] S. 217. 


Cauchy, Sur l’équation 4 V’aide de laquelle on détermine les inégalités | 


séculaires des mouvements des planétes. Exercices de mathématiques, quatriéme 


année (1829) [140—160] = Oeuvres complétes d’Augustin Cauchy. 2. sér. t. 9._ 


Paris 1891 [174—195]. 


Jacobi, De binis quibuslibet functionibus homogeneis secundi ordinis per — 


substitutiones lineares in alias binas transformandis, quae solis quadratis varia- 
bilium constant; una cum variis theorematis de transformatione et determina- 
tione integralium multiplicium. Journ. f. Math. Bd. 12 (1834) [1—69] 8. 7. 
Wieder abgedruckt in Jacobi, Ges. Werke Bd. 3. Berlin 1884 [193—268]. 

Jacobi, Sulla condizione di uguaglianza di due radici dell’ equazione 
cubica, dalla quale dipendono gli assi principali di una superficie del second’ ordine. 
Journ. f. Math. Bd. 30 (1845) [46—50], wieder abgedruckt in Jacobi, Ges. Werke 
Bd. 8. Berlin 1884 [461— 465]. 

Cayley, a.a,O. Siehe Literaturbericht auf S. 60. Journ. f. Math. Bd. 32 (1846). 

Schlaefli, Uber die Relation zwischen den neun Kosinus, durch welche 
die gegenseitige Lage zweier rechtwinkliger Koordinaten-Systeme bestimmt wird. 
Arch. d. Math. 13. Theil (1849) [276—281]. 


Sylvester, On the principles of the calculus of forms, part 1. sect. 1—6... 


Camb. Dubl. math. Journ. vol. 7 (4852) [52—97, 179—217]. 

Brioschi, Note sur un théoréme relatif aux déterminants gauches. Journ. 
de math. (Liouv.) t. 19 (1854) [253—256]. 

Hesse, Neue Higenschaften der linearen Substitutionen, welche gegebene 


homogene Funktionen des zweiten Grades in andere transformiren, die nur die_ 


Quadrate der Variabeln enthalten. Journ. f. Math. Bd. 57 (1860) [175—182]. 
Wieder abgedruckt in Hesse, Ges. Werke, Miinchen 1897 [489—496]. 
Schlaefli, Uber invariantive Elemente einer orthogonalen Substitution, 
wenn dieselbe als Ausdruck emer Bewegung jeder Gruppe von Werthen der 
Variabeln aus dem identischen Zustande in den transformirten gefasst wird. 
Journ, f. Math. Bd. 65 (1866) [185—187]. 


Veltmann, a.a. QO. Siehe Literaturbericht auf S. 60. Zeitschr. f. Math. 


16. Jahrg. (1871) S. 523. 
Siacci, Quistioni. Giorn. di Batt. vol. 10 (1872) 8. 188. 
_ Albeggiani, Sviluppo di un determinante ad elementi binomii ed appli- 
eens oe questioni 14, 27, 38, 49. Giorn. di Batt. vol. 10 (1872) [279293] 


Siacci, a. a. O. Siehe Literaturbericht auf S. 107. Ann. di mat. ser. 2. 
toys. 302. 


Voss, Zur Theorie der orthogonalen Substitutionen. M. A. Bd. 18 (1878) 


[320—374]. 
Stieltjes, Un théoréme d’algébre. Act. math. Bd. 6 (1885) S. 319f. 


Loria, Su una proprieta del determinante di una sostituzione ortogonale. 
Jorn. de sc. math. vol. 7 (1885) [129—132]. 
Netto, Uber orthogonale Substitutionen. Act. math. Bd. 9 (1887) [295—300]. 
vy ee Uber bilineare Formen. Ges. d. Wiss. Gottingen Nachr. (1887) 
—433 |. 
Kronecker, Uber orthogonale Systeme. Math. Mitth. Sitzber. Berlin 1890 


[359—375, 389395, 457465, 567—579, 651—668] = Akad. Berlin Ber. 1890 - 


[525—541, 601—607, 691—699, 873—885, 1063—1080]. 


Kronecker, Anwendung der Modulsysteme auf Fragen der Determinanten- 
theorie. Journ. f. Math. Bd. 107 (1891) [254—261]. 5 a. 


2 ‘ = 
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“Netto Anwendung der Modulsysteme auf eine Frage der Determi : 
theorie. Journ. f, Math. Bd. 108 (1891) [144146]. ms 

Igel, a. a. O. Monatsh. f. Math. 3. Jahrg. 1892. S. 60f. 

Netto, Zur Theorie der orthogonalen Determinanten. Act. math. Bd. 19 


(1895) [105-114]. 


an vergleiche tiberdies Scott, Det. 1880. chap. 11 [146—159]. Baltzer 
Det. 1881. § 14 [183216]. whap. 11 [ |. Baltzer, 


Im Folgenden werden wir noch verschiedene der wichtigeren 
Lehrsitze verzeichnen, die iiber orthogonale Determinanten aufgefunden 
worden sind. 


§ 48. Der Lehrsatz von Brioschi. 


Hs seien die a;; die Elemente einer orthogonalen Determinante 
D(=-+1) und man bilde daraus die Determinante 


dy, + 2, Ay Phe Ot 

ae ears foes |: 

Ans Anz ++ Onn 

Die Gleichung 
f(z) = 0 

ist eine reziproke Gleichung, die fiir ein ungerades m die 
Wurzel «= — D besitzt und ausserdem keine reelle Wurzel 
und fiir ein geradesmund fiir D=—41 die Wurzeln x=—=+1 


und ausserdem keine reelle Wurzel. (Brioschi a.a.0. SieheS. 164.) 


Entwickeln wir namlich f(x) nach den Potenzen von x mit Hilfe 
der Anweisung, die wir friiher mitgetheilt (Siehe § 11), so erkennen 
wir folgendes. Die Koeffizienten von x* und «"—* sind die Summen 
der Hauptminoren beziehungsweise der Ordnungen (n — k) und hk. 
Jeder Hauptminor von der Ordnung *& hat zum Komplement einen 
Hauptminor der Ordnung (7 —/s) und nach einem oben bewiesenen 
Satze, der sich auf orthogonale Determinanten bezieht, ist der eine 
von ihnen gleich dem anderen, multipliziert mit D. Also sind die 
Koeffizienten von z* und 2"—* unter einander gleich abgesehen von 
einem Faktor D(=—-+ 1). Man erhalt dann genau: 

D.f(@) __ (=) 


a” x 


Wenn also die Gleichung « zur Wurzel hat, wird sie auch eine 
Wurzel (1:2) besitzen oder sie wird eine reziproke Gleichung sein, 
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Setzen wir in der letzten Gleichung 
2=—D 


so ergiebt sich, weil doch auch (1:7) = — D ist (da ja D=-+ 1) 
Rr 2D) a ny ee ieee 


Ist » ungerade, so kann diese Gleichung nur befriedigt werden, | 


wenn f(—D) verschwindet, mithin wird dann «= — D eine Wurzel 
von f(x). 
Ist ~ gerade und D=W—1, so kann die namliche Gleichung 


auch nur, wenn sich wieder dieselben Nebenumstiinde verwirklichen, 
bestehen, das heisst, es muss wiederum f(— D) verschwinden. Dann 


wird also — D=-+ 1 eine Wurzel von f sein. Und es wird dann 
auch «= —1 eine Wurzel von f sein, weil, setzen wir in der all- 
gemeinen Gleichung oben 

D=—1 wd «c=>—l1, 
hervorgeht: 


Bae DA Ye oS 


Daraus folgt aber fiir ein gerades » f(— 1) =O. 

Nun eriibrigt noch zu zeigen, dass alle die andern Wurzeln 
nicht reell sind. 

Wir bilden das Produkt f(a) f(— x). Hiezu setzen wir 


> a; = Ci 


j 


» Qij Ak; = Cik 


J 


Gemiiss den Higenschaften der orthogonalen Determinanten er- 
giebt. sich 
Ci = 1 Cin = O 


wonach das Produkt in der Gestalt erscheint 


3" ? Ce = Oss) es Bes (@1n — ni) x 
(Gy, — Gy) @ , 128 > **+ (Gen — Ong) @ 
(Gn1 — Gn) %, (Gng — an) @,---- 1—2 


Dividieren wir durch x die Elemente aller Zeilen, so erhalten wir: 
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1 

(—— ) > (Qy2 — Gy), °° (Gin — ain1) | 
1 

fe). f(—2) _ | ( — a), (F—a) , -++ (dan — ans) 
: ‘ . 
| (G@n1 — Gin), (@nz — Gan) , cee (—— ) 

Wir bemerken, dass alle Hauptminoren innerhalb einer Determi- 
nante, die man aus der vorliegenden erhalt, wenn man an Stelle der 
Hauptelemente Null einsetzt, durchgiingig halbsymmetrische De- 
terminanten sind und dass sie demzufolge gleich Null sind, sobald | 
ihre Ordnungszahl ungerade, vollstindige Quadrate aber, sobald 
die Ordnungszahl gerade ist. (Siehe § 16.) 

Erinnert man sich der Anweisung zur Entwicklung dieser Deter- 
minante nach Potenzen von 


1 
Gomiais = 
so leuchtet hier ein, dass diese Entwicklung nur Glieder mit Potenzen 
n, (m — 2),(m—A4)--- jenes Binomes enthalten wird, deren Ko- 
effizienten Summen von Hauptminoren gerader Ordnung sind und 
folglich als Summen von Quadraten stets positiv ausfallen. 

Die Entwicklung wird also diese Gestalt zeigen: 

1\” LN v—2 
eae) he ag) dah 
wo A, A,... positive Zahlen sind. 

Fiir einen beliebigen reellen Werth von x wird mithin die linke 
Seite dieser Gleichung stets einen positiven Werth erhalten und wird 
daher nicht Null sein kénnen oder wenigstens nur dann, wenn in ihr 
das letzte Glied den Faktor & enthalt. Dies erfordert aber, dass A,, der 
Koeffizient von &°, verschwinde. Mithin muss entweder m eine unge- 
rade Zahl sein oder aber, im Fall m als gerade angenommen wiirde, 
so mtisste, wie dies oben auf andere Weise deutlich gemacht wurde, 
D der Werth —1 beigelegt werden. 

In diesen Fallen gerade kénnen einzelne von den Wurzeln mit 


Wurzeln der Gleichung 


1 
4——=0 
x 


zasammenfallen, nimlich die Wurzeln + 1. 
Und wirklich wiirde man nachweisen kénnen, wenn D=—1 


und » gerade, dass dann A,, also 
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0 Ay, — Ag, * 


Bs Ais 0 


gleich Null ist. Dies ergiebt sich hier aber auf mittelbare Weise 


aus den obigen Darlegungen, denn, wenn A, von Null verschieden 


wire, so wiirde— f(@). f(— 2) vome reellen Wurzeln haben kénnen, — 


wihrend wir doch wissen, dass fiir ein gerades m und fiir D——1 
dies Produkt sicher -- 1 zu Wurzeln hat. 


§ 49. Lehrsitze von Siacci. 


Es ist hier der rechte Ort, verschiedene Lehrsatze aus den oben 
(Siehe 8. 107) angefiihrten Abhandlungen von Siacei vorzutragen, 
Determinanten betreffend, die aus .den Elementen anderer Determi- 
nanten gebildet sind. 


Wenn man die Elemente der Zeilen einer orthogonalen 
Determinante n-ter Ordnung, deren Werth ¢«—=-+ 1 ist, der 
Reihe nach mit a,,,,...0, multipliziert und dann ary den 
Hlementen der Zeilen einer andern orthogonalen Determi- 
nante derselben Ordnung, die denselben Werth ¢ hat, additiv 
verbindet, nachdem diese Hlemente gleicherweise mit 
B,, By,--- Bn multipliziert sind, so erhalt man die Elemente 
einer Determinante, die sich nicht andert, wenn man die « 
und die $6 mit einander vertauscht. 


Mégen die Elemente der ersteren Determinante a;, heissen und 


b;; die der zweiten. 
Es wird bei gedachtem Verfahren die Determinante hervorgehen: 


Oy yy TF BO, +++ Ondin + Badin 


4 Ani = Bx 5n1, st OnAnn + BnOan 


Zerlegen wir diese Determinante mit binomischen Elementen nach 
der bekannten Regel (Siehe § 2,9), so erhalten wir eine Summe von 
Determinanten nach Art des folgenden Ausdrucks: 


Mi, °° * Ni, Oring y so + Oy; 
ie 1): Oi, + Oey oe ie Bi, bee 


Uni Ghee An iz, Onin y eet 


Rie tree on 


% : ? 
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wobei durch (%, 4...%) eine Permutation der Zahlen 1,2,...» dar- 
gestellt wird. LHigentlich erscheinen die Spalten der Determinante 


nicht in der Reihenfolge, wie wir sie verzeichnet haben, sondern im 


Gegentheil der Art geordnet, dass die Ordnungszahlen #, i,... 7%, nach 
wachsender Grésse auf einander folgen. Wir haben deshalb den Faktor 
(— 1) vorangestellt, wobei s die Anzahl der Inversionen anzeigen 
soll, die innerhalb der Permutation (7, ...¢,) vorkommen. 

Wir entwickeln nun die vorher niedergeschriebene Determinante 
nach Produkten der Minoren, die in den ersten & Spalten enthalten 
sind, in ihre Komplemente. Hin jeder solcher Minor ist, gemiss den 


Higenschaften orthogonaler Determinanten, gleich seinem Komplement 


innerhalb A oder B, beziehungsweise multipliziert mit ¢, womit der 
gemeinsame Werth der beiden Determinanten A und B bezeichnet 
wird. Da «?—1, ergiebt sich also, dass der Werth der oben ver- 
zeichneten Determinante derselbe ist, wie fiir diese Determinante: 


bri, ae Dri, Ming °° Mz, 


Dns; kaa Des Gn int y : 3 Anin 


Multiplizieren wir sie mit 
(— 1) Bi; Phaialt Bi, Cin yy eee ai, 


so erhalten wir augenscheinlich ein anderes Glied aus der Entwicklung 
unserer vollstindigen Determinante mit binomischen Elementen und 
dies Glied wird, nach unseren Erérterungen, dem oben aufgezeichneten 
Gliede gleich werden, wenn darin die « mit den $ vertauscht werden. 
Wir diirfen also behaupten, dass bei geeigneter Entwicklung obiger 
Determinante mit binomischen Elementen die Glieder der Entwicklung 
sich dergestalt zu zwei und zwei zusammenordnen lassen, dass man 
das eine von ihnen aus dem andern durch Vertauschung der « mit 
den 6 gewinnt. In Folge dessen indert sich die ganze Determinante 
bei dieser Vertauschung nicht. Aus dieser Beweisfiihrung entspringt 
auch der Satz: 


Wenn die gegebenen orthogonalen Determinanten nicht 
beide den Werth « besitzen, sondern die eine ¢, die andere 
—e gleich kommt, dann dndert die aus ihnen hervorgehende 
Determinante bei Vertauschung der a mit den # ihr Zeichen. 


Setzt man: 
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und beachtet, dass dann bei Vertauschung der « und B.jedes eS 
sein Zeichen ’ wechselt, so ergiebt sich: 


Wenn man von den Elementen einer orthogonalen De- — 
terminante ungerader Ordnung die einer andern abzieht, 
welche denselben Werth haben mag, so entsteht eine De- ; 
terminante, deren Werth Null ist. ; 


Und setzt man im Gegentheil 
Oy = Wy = = OH = 1 6, =— =-:-=p,—1 
so erhalt man den Satz: ; 


Wenn zu den Elementen einer orthogonalen Determi- | 
nante von beliebiger Ordnung und dem Werthe «(=+1) 
die einer andern orthogonalen Determinante von derselben 
Ordnung und dem Werthe —ée hinzugefiigt werden, so ent- 
steht eine Determinante mit dem Werthe Null. 


Auf ahnliche Art lisst sich der weitere Lehrsatz nachweisen: 


Wenn zu den Hauptelementen einer orthogonalen De-~ 
terminante ¢ von beliebiger Ordnung einmal die Gréssen 


ae ge 
hinzugefiigt werden, ein andres Mal die Gréssen 


1 1 = 


1 
=, = 
RA 0% c,, 


so ergeben sich zwei gleiche Determinanten, wenn 
Of, Wy... On =. 


Denn entwickeln wir die erste Determinante nach den Produkten 
der o,...@,, so wird ein beliebiges Glied dieser Entwicklung lauten 
(Siehe g 11) 


a; Kio one (OC _M 


1 k 


wo M derjenige Hauptminor der vorgelegten urspriinglichen Deter- 
minante ist, der weder Zeilen noch Spalten mit den Ordnungszahlen 
apa Snibalk 

Auf Grund der Lehrsiitze von Minoren orthogonaler Determinanten 
ergiebt sich, dass M gleich ist seinem Komplement, multipliziert 
whee (da doch den Werth der gegebenen Determinante vorstellt). 
Nun geht aber aus 

Cp gas is | Unive 


‘ 4 ~ = . 
x |: : ~ ; 2 
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hervor: 
k : 3 
Piped a es) et, 


also kénnen wir sagen, das oben verzeiéhnete Glied komme (inso- 


e fern <* = 1) 


1 w 


o. Seo SG 
kh4+1 ‘n 


gleich, wenn mit M’ das Komplement von M bezeichnet wird. In- 
dessen ist dies ein Glied der Entwicklung der zweiten dargestellten 
Determinante und somit erscheint unsere Behauptung erwiesen. Diese 
Lehrsitze werden in der oben (Ende des § 47) angeftihrten Arbeit 
von Albeggiani (auf Seiten 285—290) mittelst eines Verfahrens be- 
wiesen, welches im Wesentlichen mit dem iibereinstimmt, dessen wir 
uns hier bedient haben, das aber in seiner Form ea ineee Weise 
mehr verwickelt ist. 
Hin anderer Lehrsatz von Siacci ist der folgende: 


Zu den Hauptelementen einer orthogonalen Determi- 
nante ¢ fiige man die Hinheit hinzu. In der so hergestellten 
Determinante F# betrachte man das Komplement eines Haupt- 
elementes und zwar heisse dies Ry,. Man wird dann die 
Beziehung gewinnen 


de eae L —b é) Ryn. 


Denn entwickeln wir R auf gewohnte Art, namlich als Summe 
all seiner Hauptminoren und der Hinheit (Siehe § 11), so ergiebt sich 


Rait SatD 


,j>1 


Ai Vij 


+.--+e 


Dye Uys 


wobei die Summierung tiberall auf alle Werthe der Zahlreihe 1,2,...n 
ausgedehnt verstanden werden soll. 
Die rechte Seite der Gleichung lisst sich auch, wie folgt, um- 


wandeln. 
Vii Vij 
ralit Sut D) ae fo 
nk Ai 
tletont DS i Pe - 


4 “> 
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Man soll hier bei dem Symbol >’ ' daran denken, dass yon. den 


Werthen der Kennziffern 7,j immer der Werth & ausgeschlossen sei, 


dergestalt, dass dann der erste Theil des rechtsseitigen Ausdruckes, 
den wir (A) nennen wollen, nichts andres ist, als die Entwicklung 


von Ryz. . 
Der zweite Theil, wir nennen ihn (B), ist nun, abgesehn von 


einem Faktor «, gleich dem ersten. 
Multiplizieren wir ihn namlich mit ¢, so ergiebt sich 


Ak Ani 


i+ecaxn+e > 


< Qik Ait 


Nun ist gemiss den geliufigen Beziehungen zwischen den Minoren ~ 4 


einer orthogonalen Determinante eax, gleich dem Komplement von 
a, innerhalb der gegebenen orthogonalen Determinante, also gleich 
dem letzten Gliede von (A) und so ist auch jedes der Produkte 


Ann Ani G= 1,2... — 1 kee, 


Dik Ai 


einem unter den Gliedern der vorletzten Summation in (A) gleich. 
Im Verfolg dieser Uberlegung erkennt man, dass 
e(B) = (A) . 
oder auch 
(B) =—= é(A) = éeRrx 
und daraus geht die im Lehrsatz verzeichnete Formel hervor. 
Hieraus ergiebt sich: 


1. Wenn e=-+1, so sind simmtliche Komplemente der 
Hauptelemente von R unter einander gleich und gleich tR, 


2. Wenn ¢=—1, so wird R= 0. 


Dieser Lehrsatz, allerdings unter abweichender Form und mit anderer — a 


Beweisfiihrung, findet sich bei Siacci (a. a. O. Ann. di mat. vol. 5. S. 302). Da- 
gegen kommen bei Anwendung der niimlichen Darstellungsform noch Hinzelheiten 
hiervon in einem neueren Aufsatze Nettos zur Sprache (a. a..O0. Act. math. 
Ba. 19. S. 109 ff). 


“Netto spricht diesen Lehrsatz bei Gelegenheit eines anderen 
Lehrsatzes von Stieltjes aus, zu dessen Erérterung wir nun itber- 
gehen wollen. 


Se a — 


w 
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§ 50. Lehrsatz von Stieltjes. 


Das Ergebniss unserer Untersuchung ist das folgende. Wenn wir 
zu den Hauptelementen einer orthogonalen Determinante ¢ die Hinheit 
hinzuftigen, so stellt sich eine Determinante R heraus, die mit einem 
beliebigen ihrer Hauptminoren FR, von der Ordnung (m — 1) durch 


die Beziehung 
: R = (1 — é) Ry k 
verbunden ist. 
Wir wollen nun die entsprechende Untersuchung fiir einen Minor 
unternehmen, der kein Hauptminor Rj, ist. 
Man erkennt leicht mittelst eines ahnlichen Verfahrens, wie wir 
es oben benutzt haben, dass 


Rei Shea: eh, ; 
Indessen erhilt man vermége der Higenschaften der reziproken 


Determinanten (Siehe 8. 33f), wenn man mit R,i,;,; das Komple- 


ment von 
Akk + 1 a1 


Aik Ait + 1 


einen der Hauptminoren (x — 2)-ter Ordnung bezeichnet, 


Rar Pei 
Riz Ri 
und daraus ergiebt sich die Formel: 

Rei te? = R[(1 +e)? Rian — BI 

Es liefert nun diese Formel im Verein mit der friiheren das 
Ergebniss: 

Ist e—-+1, dann werden, wenn K=O, auch alle seine 
Minoren der Ordnung (n — 1) gleich Null sein. 

Und zwar ist dieser Satz nur ein besonderer Fall des Lehrsatzes, 
den Stieltjes ohne Beweis in Bd. 6 der Acta math. gegeben, der in 
seiner allgemeineren Fassung folgendermaassen auszusprechen ist: 

Es seien a,;, b;; die Elemente zweier orthogonalen De- 
terminanten vom Werthe «+1, dann werden, wenn die 
Determinante mit dem allgemeinen Elemente 

dig + bis 
verschwindet, auch alle ihre Minoren der Ordnung (n — 1) 
verschwinden. 


=F. Ran 
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In dieser allgemeinen Form ist der Lehrsatz durch Netto (a.a.0. 
Act. math. Bd. 9 und 19) bewiesen worden. sf 

Wir wollen jetzt sehen, wie man den allgemeinen Satz aus dem 
schon erwiesenen besonderen Falle heraus ableiten kann. 

Bilden wir das Produkt von 


yy fb Oy Qin + bin 


D= 3 ae 
dint + Ont, +++ Gun Onn 
und 
Bere aca 
year RRM St ey Cote | 


Wenn man an die Beziehungen zwischen den Hlementen einer 
orthogonalen Determinante denkt, so ergiebt sich: 


> a1 ibs; +1 ; > th ibs eae Oni 
> 2101; ) > a2iba: + E Sion oe > 12: Dn: 


tin ids i ; > Mn iba: Ferg > On iDni + 1 


und diese Determinante R wird, da B= 1 ist, ihrerseits der Deter- 
minante D gleichkommen. Die zuletzt verzeichnete Determinante R 
hat nun die Gestalt unserer Determinante R, wie sie in den voraus- 
gehenden Betrachtungen vorkam, da eine Determinante, die man aus 
ihr ableiten wiirde durch Subtraktion der Hinheit von ihren Haupt- 
elementen, nichts andres ist, als das Produkt der beiden vorgelegten 
Determinanten A,B und daher bekanntlich auch wiederum eine ortho- 
gonale Determinante. (Siehe 8. 159.) 

Machen wir die Annahme D = 0, so ist die letztere Determi- 
nante # auch Null und daher werden nach dem vorangehenden Lehr- 
satze alle ihre Minoren der Ordnung (m — 1) verschwinden. 

Betrachten wir nun zum Beispiel den Minor, der Komplement 
des ersten Hlementes in D ist. Wir diirfen ihn schreiben: 


1 0 Lats 0 
ay Dey » Meg + Oog » +++ Gan + Dan 


Ani + Oni, One + One, ae Ann + Onn 


i 


ae 
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Mit B multipliziert liefert er: 
by bo “ae Dat 

2 tib1;, > M2 :b2; + 1 Sees > deidni 


Onis: > Gnids eric >On idni + 1 


} 


Entwickeln wir hier nach den Elementen der ersten Zeile, so er- 
halten wir eine Summe von Produkten, in denen diese Elemente mit 
Minoren von R der Ordnung (vn — 1) verbunden erscheinen, und daher 
verschwindet, wenn D — 0 ist, auch diese letzte Determinante. In 
Folge dessen ist der von uns herausgehobene Minor von D gleich 
Null. Hiermit erscheint der Lehrsatz von Stieltjes erwiesen. 

Dieser Satz ist. iibrigens ein besonderer Fall eines schon von 
Frobenius (Journ. f. Math. Bd. 84. 1878) ausgesprochenen Satzes. 


Man vergleiche 
__ Voss, Uber die cogredienten Transformationen einer bilinearen Form in 
sich selbst. Akad. Miinchen. Abh. Bd. 17 1890—91 (1892) [237-356] S. 255 fff. 
Muth, Theorie und Anwendung der Hlementartheiler. Leipzig 1899. 
foe kl Anm-: 


§ 51. Determinanten, deren Ordnung unendlich ist. 


- Hs ist noch nicht lange her, dass man Determinanten von der 
Ordnung unendlich in Betracht genommen hat, Determinanten also, 


die mit einer unendlichen Zahl von Zeilen und Spalten gebildet sind. 

Einen Anfang in dieser Richtung der Forschung bezeichnet der Aufsatz: |)" » 

Kétteritzsch, Uber die Auflisung eines Systemes von unendlich vielen 
linearen Gleichungen. Zeitschr. f. Math. 15. Jahrg. (1870) [1—15, 229—268]. 

Demnichst wurde zu einer Untersuchung dieser Art der Astronom Hill 
durch eine Aufgabe aus dem Gebiete der Astronomie geftihrt. | 
; Hill, On the part of the motion of the lunar perigee which is a fonction 
of the mean motions of the sun and moon. [reprinted, with som additions, from 
a paper published at Cambridge U. 8. A. 1877.] Act. math. Bd. 8 (1886) [1—36] 

8. 19 ff und spiter. F 
“Poincaré, Remarques sur l’emploi de la méthode précédente. (Hs geht ein 
Aufsatz von Appell voraus.) Bull. soc. math. de Fr. t. 13 1884—1885 [19—27]. 
_ Endlich machte wiederum Poincaré daraus den Gegenstand emes beson- 
deren Aufsatzes: Sur les déterminants d’ordre infini. Bull. soc. math. de Fr. 
t. 14 1885—1886 [77—90]. 

Danach ist derselbe Stoff noch einmal durch Helge von Koch auf- 
genommen worden bei Gelegenheit einer Frage beztiglich der linearen Differen- 
tialgleichungen. In einer zweiten Abhandlung dieses Verfassers finden sich die 
Determinanten yon der Ordnung unendlich in einer gewissen Ausdehnung be- 


handelt. 
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Helge von Koch, Sur une application des déterminants infinis 4 la 

théorie des équations différentielles linéaires. Act. math. Bd. 15 (1891) [5363]. 
Helge von Koch, Sur les déterminants infinis et les équations différen- 

tielles linéaires. Act. math. Bd. 16 (1892. 1893) [217—295]. ‘s <3 


Eine neuere zusammenfassende Darstellung bietet ‘ an 
Cazzaniga, Sui determinanti d’ordine infinito. Ann. di mat. ser. 2. t. 26_ 


(1897) [148—217]. en J aeatee 
Cazzaniga, Intorno ad un tipo di determinanti nulli d’ordine infinito. — 


Ann. di mat. ser. 3. t. 1 (1898) [83—94]. . a Ge a: 
Cazzaniga, Appunti sulla moltiplicazione dei determinanti normaloidi. — 


Ann. di mat. ser. 3. t. 2 (1899) [229—308]. , 
Cazzaniga, Intorno ai reciproci dei determinanti normali. Acc. Tor. 


vol. 34 1898—99 [495—514]. 
Man vergl. auch Pringsheim in Encycl. d. math. Wiss. I. A. 3. Irrational- 


zahlen und Konvergenz unendlicher Prozesse. Art. 58 u. 59. 

~ # Betrachten wir eine Matrix, bei der die Elemente der Haupt- 
diagonale gleich 1 sind, — 
Lo Ay Ag 


Wir wollen davon » Spalten und » Zeilen herausheben und die 
diesen zugehérige Determinante bilden. Lassen, wir, darauf sich — 
andern, so erhalten wir fiir letztere eine unbegrenzte. Folge von 
Werthen. Besteht iiberhaupt fiir diese Folge. ein Grenzwerth, so 
werden wir ihn als Determinante der Ordnung unendlich bezeichnen. 
Poincaré hat eine hinreichende Bedingung dafiir aufgefunden, dass 
eine so gestaltete Determinante konvergent ist. .., re 

Diese Bedingung wird in der folgenden einfachen Fassung aus- 
gesprochen: 4 
} Wenn die Doppelreihe ; 
| | mee 

wobeiz von j verschieden ist, konvergiert, dann konvergiert 


| auch die Determinante, deren Hauptelemente gleich 1 sind. 


ie 


Hs wiirde sich ja/die Determinante D fiir den Fall eines end- | 
lichen Werthes » aus dem Produkt: 


IT = [1 + |aa4| + | a.) +--+] >< 
>< [1 + | Gp | + | ag | + ---] >< 
>< . . . eels 

darstellen lassen, indem man dies Produkt entwickelte und dann den q 


verschiedenen Gliedern der Entwicklung Koeffizienten 1, —1, oder 
Null je nach den Umstiinden beifiigte. Wir leiten hieraus ab, dass — 


, 
| a ; % j : ‘ » 
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sicherlich D dem absoluten Werthe nach kleiner ist , als Jf.~ Wir 


wollen die beiden D und die beiden IT, welche zwei verschiedenen 
Werthen von » entsprechen, vergleichen. 
Setzen wir in Dn+p oder auch in JI,4» gewisse Hlemente gleich | 


_ Null, so erhalten wir D,,II,. Die hierbei verschwindenden Glieder 
| Gril also die Differenzen: Fear Dn} y+» — TI, \dar. Andrer- 
_ seits sind die Glieder, die in 

- und einige von ihnen stimmen, wenn sie theils mit negativem Vor- 


n+p Zu Null werden, simmtlich positiv, 


zeichen, theils mit positivem rerkelen werden, mit denjenigen Gliedern 
tiberein, die innerhalb D,+, gleich Null gesetzt werden sollten. 

Wir kénnen also schliessen, dass dem absoluten Werthe nach 
ee die Differenz der beiden D ‘Kleiner os die der beiden ent- 
Me Aicnion IT, also: 


| Dat — D, | < n+» — Tn 


und daraus entnehmen wir, dass, wenn J] zu einem Grenzwerth hin 
konvergiert, auch D einen Grenzwerth besitzt, weil ja dann die Grenze 
yon (JJ — JI’) Null ist und also auch die Grenze von (D — D’) 
verschwindet. -—~— 

Nun ist das unendliche Produkt IZ konvergent, wenn die Reihe 


|; | 
konvergiert, mithin erscheint der Lehrsatz bewiesen. 


Fiir den Fall, wo die diagonalen Elemente nicht gleich 1 sind, 
hat von Koch den allgemeineren Lehrsatz gefunden: 


oe 


Die Determinante konvergiert, wenn die Reihe der nicht Kw 
diagonalen Elemente absolut konvergiert, und das Produkt ”da 
der Diagonalelemente absolut konvergiert. yee 4 


Und wirklich, konvergiert das unendliche Produkt 
TLa: rs 
A; = a+ 1, ig = Ai; 
so folgt, dass die einfache Reihe 
| a: | 


konvergent ist, mithin desgleichen die vollstindige Doppelreihe 


und setzen wir 


2 
wo # gleich oder verschieden ist von j, und hiernach gelangt man 
bei Wiederholung der oben angestellten Uberlegungen ohne weiter 


2 
Pascal, Determinanten. 12 


stay 
a Sti 
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die Beschrinkung einzuftihren, dass 7 von j verschieden sei, zu dem — 
Nachweise der Konvergenz unserer Determinante. el a 

Von Koch pehahdelé in der angeftihrten Arbeit die von ihm so’ 7 
benannten Determinanten der orate und das sind solche, die 
den folgenden beiden Bedingungen Geniige leisten: Erstens, es soll ; 4 
die Reihe 2 |a;;| (¢ von j verschieden) konvergent sein und zweitens, 
das Produkt IZ|a;;| soll konvergieren. , hae + 

Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, so weiss man, dass die 
unendliche Determinante konvergiert. Anegondon wird _nachgewiesen, a 
dass nach einer Umstellung der Spalten und der Zeilen, bei der die 
diagonalen Elemente diagonale bleiben und aes die nicht 
_diagonalen auch nicht diagonale, man wiederum eine konvergente _ 
Determinante erhalt, die auch denselben Werth besitzt. Und deshalb 
kann man sie unbedingt konvergent nennen. (Siehe Acta math. 
Bd. 16 S. 228f.) Uberdies beschiftigt sich derselbe Verfasser auch 
mit dem Produkt zweier normalen setae und findet, dass 
dies nach demselben Bildungsgesetz auszufiihren ist, wonach eat das 
Produkt zweier Determinanten einer endlichen Ordnung herzustellen 
hat, und dass gedachtes Verfahren zu einer neuen und wiederum einer ~ 
eo aielen Determinante fihrt. (a. a. O. S. 231.) 


§ 52. Uber gerinderte Determinanten. Lehrsatz von Le Paige. 


Wir haben bereits in einem friiheren Paragraphen (Siehe § 12) 
von einem Lehrsatz Kunde gegeben betreffs der Entwicklung einer 
geranderten Determinante, das heisst, einer Determinante, die man 
aus elmer andern durch Hinzufiigung einer gewissen Anzahl von Spalten 
und desgleichen von Zeilen erhilt. Man fiihrt die Entwicklung einer 
so gestalteten Determinante aus, indem man die Elemente der hinzu- 
gefiigten Zeilen und Spalten zu Entwicklungsgréssen macht. 

Es ist nun von Wichtigkeit, von derartigen Determinanten diesen 


weiteren Lehrsatz darzustellen, der von Le Paige gefunden ist. 


Le Paige, Note sur les déterminants bordés. Bull. soc. math. de Fr, 
t. 8 (1880) [128—132]. 


Der Deutlichkeit und Hinfachheit der Krérterung zu Liebe setzen 
wir eine Determinante von der dritten Ordnung und zwar eine sym- 
metrische gegeben voraus 

“Ay Ue, Us 
D = | Agy Wag Ogg 


Mg Ase Ayq 


| 11 He tug Hy Vy 
1 2g Mog Ly" Yo 

A = | Ms; Asy Ogg Xs Ys 
ae, ely t, ROTO 

% Y% Y, 9 O 


Ay, Ay Ays 
k= D’?= Ay, Agy Aggy 
As, Ass As 


+ Worthen der Determinante zu verorsachen, wie folgt, Bein ae 


D? = 31 Ass Ass 0 0 
: Op O°. Oe 0er 


Es ergiebt sich sodann 
(DEO Y > Ain: > Any: 
Ur a8) > Ait, > Asi¥i 
DA='0 0 D SAsiti, S Asiyi 


re . Wy Wy 5 0 0 

it  Y2 Ys 0 0 ; 
g : . an > Ari > Asi > Asi: %, Le. oe 
ne | > Arey: > Aah: > Asi: (Yr Ye Ys | 


4 Fiihren wir das Produkt der beiden Matrices nach der bekannten 
Regel (Siehe 8. 30) aus, so erhalten wir nach Unterdriickung eines 


_ gemeinsamen Faktors D 
"a : 12* 


ice 
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cg: > A gj Xi; 5 > Aji Uiy; 
> Ais yit; , > Aiyiyj 


Im allgemeinen Falle wird ein entsprechender Ausdruck fiir das 
Produkt 


D.A 


Ay oe 


hervorgehen, wenn hiebei D eine symmetrische Determinante und p — 


die Anzahl der Zeilen und der damit tibereinstimmenden Spalten be- 
deutet, die zur Erzielung der Determinante 4 mit D verbunden 
wurden. Die Determinante, in der ein solches Produkt dann seine 
Darstellung findet, ist von der Ordnung p. 

Diese Eigenschaft wird bei Fragen der analytischen Geometrie 


benutzt. Man vergleiche beispielsweise: 


Hesse (Gundelfinger), Vorlesungen tiber analytische Geometrie des 
Raumes, insbesondere tiber Oberflachen 2. Ordnung. 3, Aufl. Leipzig 1876. 8. 179. 
Clebsch (Lindemann), Vorlesungen tiber Geometrie I. Leipzig 1876. 8. 909. 


§ 58. Maximalwerth einer Determinante. Untersuchung von 
Hadamard. 


Von nicht geringer Wichtigkeit ist die folgende Frage: 
Nehmen wir an, dass die Elemente einer Determinante 
alle dem absoluten Werthe nach kleiner sind, als eine 


Grosse a; welches wird dann die obere Grenze fiir den abso- 


luten Werth der Determinante selbst sein? 


Sylvester, Thoughts on inverse orthogonal matrices, simultaneous sign- 
successions, and tessellated pavements in two or more colours, with applications 
to Newtons rule, ornamental tile-work and the theory of numbers. part 1: 
Matrices and sign-successions. Phil. Mag. 4. ser. vol. 34 (1867) [461—475]. 

Hadamard, Résolution d’une question relative aux déterminants. Bull. 
sc. math. 2° sér. t. 17 (1893) 1° p. [240—246]. 


Augenscheinlich ist der Ausdruck 
nm! a” 


sicher grdsser als die obere Grenze des Werthes der Determinante, 
denn ihn wiirde man erhalten, wenn man alle Glieder der Determi- 
nante positiv annihme (wihrend es in der Entwicklung einer Deter- 
minante stets positive und negative Glieder giebt) und wenn man 
dann an Stelle jedes einzelnen Elementes den Héchstbetrag der Element- 


werthe @ einsetzte. Offenbar ist ein solcher Grenzwerth zu hoch, da — 


er ja niemals durch die Entwickelung der Determinante erreicht 
werden kann. 
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Um uns von einem allgemeineren Gesichtspunkte aus unserm Ziele 
zu nahern, wollen wir annehmen, die Elemente seien beliebige kom- 
plexe eo een. 

Hs sei 4 eine mit den gegebenen Elementen gebildete Determi- 
nante und 4’ die auf gleiche Weise dargestellte, jedoch aus Hlementen, 
die zu jenen konjugiert sind. Dann werden offenbar 4 und 4’ zwei 
konjugierte Gréssen sein, der Art, dass ihr Produkt dem Quadrate 
des Moduls von 4 gleichkommt, mithin in jedem Falle eine reelle 
und positive Grésse ist. 

Betrachten wir die ersten p Zeilen von 4 und die entsprechenden 
Zeilen von 4’. Das Produkt der beiden solchergestalt ausgehobenen 
Matrices wird der Summe der Produkte gleichkommen, in denen die 
Minoren der einen mit den entsprechenden Minoren der andern ver- 
bunden sind (Siehe 8. 30), also gleich der Quadratsumme der Moduln, 
die den Minoren der ersteren Matrix zugehéren. 

Sind a,;; die Elemente von 4 und a;; die von 4’, so wird das 
Produkt der beiden Matrices von, Spalten und yp Zeilen mit der 
Determinante 

Py = | 5:3 | (j= 1, 2,...p) 
gleichwerthig sein, wobei 
sj ;14j1 + Aj2Aj2 sere Hind; n 
und augenscheinlich sind s;; und s;; konjugiert und die Hauptelemente 
S;; sind die Quadratsummen der Moduln, die den Elementen innerhalb 
einer Zeile von 4 angehGren. 

Sondern wir innerhalb P, den Theil ab, der das letzte Haupt- 

element als Faktor enthialt, so ergiebt sich: 


Pp = 8pp Pp—1 + Op 


Hierbei wurde gesetzt: 


$41 -+ + S1,p—1 51, p 
Op = 

Sp—1,1 sa - Sp—1,p—1 Sp—1,p 

Sp, 1 0; Beet 0 


Man gewinnt also die Determinante Q, aus P,, indem man darin Null 
an die Stelle des letzten Hauptelementes einsetzt. 

Das Komplement zu einem Hauptelemente in @, (abgesehen vom 
letzten, wo es P,_, betrigt) ist ein gewisses Q,—1, das man erhilt, 
wenn man das Produkt der beiden Matrices bildet von  Spalten und 
gewissen (p —1) in 4 und J’ ausgewahlten Zeilen und sodann in 


182 Theil I: § 53. Maximalwerth einer Determinante. 


der Determinantenform dieses Produktes an Stelle des letzten Haupt 

elementes Null treten lasst. 4 
Wir wollen nun die zu Q, reziproke Determinante betrachten, — 

deren Elemente §;; heissen mogen, und aus ihr im Besonderen dom = 

Minor 

Sin Shp 

Spr Spp 


Dieser Minor wird gleichkommen Q,, dies multipliziert mit dem 
Komplement des zu ihm homologen Minors in Q, (Siehe S. 34), einem 
gewissen Pp». 

Indessen ist S,, konjugiert zu S,, und tiberdies 


Sin = Ope 
Spp = Py-1 


(b= 1,2,...p—V) 


a 
‘ 
¥ 


Daraus erhalt man 

Qp Pp—2 = Oa idan | Spa i 
wenn man unter ot 
| Spa | “7 
den Modul der betreffenden Grésse S,, versteht. 

Wie aus dieser Formel unmittelbar ersichtlich ist, wird, wenn 
Q»p—1 eine negative Grésse ist (da ja die P wesentlich positives . 
Gréssen sind), auch Q, negativ sein. Nun ist Q = — |s,.|? wirk- ~ 
lich negativ, also wird es ebenso sein mit Q;, Q,,... und endlich 
auch mit Q,. 4 

Wir kénnen also schliessen, dass die Q, simmtlich negative — 
Gréssen sind. . a 

Ausserdem kénnen die @ nur dann Null sein, wenn alle — 
Elemente der letzten Spalte Null sind. a 

Augenscheinlich kann, wenn Q,—1 von Null verschieden ist und 
mithin eine wesentlich negative Grésse, Q, nicht verschwinden. 

Soll also Q, Null sein, so muss sicher auch @Q,—1 Null sein; 
nehmen wir an, dass QY,—; nur verschwindet, wenn alle Elemente 


Sip 52 et Ge Sh—1,.p Si+1, p bee Sp—1, p 


Null sind, so ist die Folge davon, dass Q, nicht Null sein kann ausser, 
wenn die genannten Hlemente verschwinden. Mit andern Worten, 
Q, wird nur dann Null, wenn alle Elemente der letzten Spalte, aie 
gesehen von &;, » versthwinden. Nun ist aber A ein beliebiger Werth 
des Index; lisst man ihn sich andern, so gewinnt man dabei die Be- 
dingung, dass siimmtliche Elemente der letzten Spalte verschwinden 


> 
- 


Ses 
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_ mitissen, wenn das nimliche bei Q,_; eintritt. Nun trifft es in der 


That bei 
Qs, a 


S11 Si9 
Sav) 


zu, dass s,, = sein muss (oder auch, was dasselbe ist, dass s,, = 0, 
indem ja s,, konjugiert zu s,,), damit @, verschwinde, also ist der 
Lehrsatz erwiesen. | 

Nachdem wir dies festgestellt, kénnen wir zeigen, dass P, héch- 
stens dem Produkte seiner Hauptelemente gleichkommt. 

Wirklich erkennt man aus der Formel 


Py = SppPyp—1 + Q, 


wenn man annimmt, jene Higenschaft bestiitige sich fiir P,,, und 


wenn man daran denkt, dass @, negativ ist, dasselbe Verhalten auch 
als Higenschaft von P,. 
Fir Py = 51,59 — |S. |2 ist augenfallig 

; P, < 511 S29 


das heisst, fir p= 2 wird thatsichlich diese Higenschaft bestatigt. 
Uberdies ist zu dem Bestehen der Gleichung 


Pp = 811599 + + - Spp 
erforderlich, dass Q, Null sei und weiter noch 
Pp—1 = 841899 « -  Sp—1, p—1 


Nun wird aber damit herbeigefiihrt, dass alle Elemente innerhalb Q,, 
die nicht Hauptelemente sind, verschwinden miissen. 
Man erhalt fir p—n, da P, =|4/? 
| 4)? < 811899». - San 


Wenn wir andrerseits fiir alle Elemente in Q,, die nicht Haupt- 
elemente sind, den Werth Null voraussetzen, also s;; = 0 bei i+-j, 
so liegt auf der Hand, dass dann @, — 0, und in Folge dessen er- 
reicht P, ||? seinen Maximalbetrag. Also gilt der Satz: 


Wenn wir annehmen, dass die Moduln aller Elemente 
der Determinante héchstens gleich 1 sind, dann wird der 
Maximalbetrag des absoluten Werthes der Determinante 
gleich der Potenz 4 von n, und als die nothwendige und 
hinreichende Bedingung daftir, dass die Determinante dann 
diesen Werth erreicht, ist das Verschwinden simmtlicher 


Gréssen s;; fiir 7-=-j anzusehen. 
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Diese Bedingungen bestimmen die a als Elemente einer Determi- i 


nante, die durch Sylvester den Namen umgekehrt orthogonal er- 
halten hat. 
Wir werden hierdurch zur Lésung der folgenden Aufgabe geftihrt: 
Mit Elementen, deren Modul den Werth 1 hat, soll eine 


Determinante dargestellt werden, die bei bestimmter Ord- — 


nungszahl den Maximalwerth erreicht. 


Es beschiiftigt sich mit dieser Aufgabe Sylvester in der ange 
fiihrten Arbeit, doch vergleiche man seine Ergebnisse mit den Be-- 


merkungen von Hadamard (a. a. O. 8S. 243). 
Mit Vortheil machen wir die folgende Anmerkung. Wenn die 


Elemente im Allgemeinen komplex sind, dann ist der héchste Werth, 


den, wie wir gesehen haben, der Modul der Determinante annehmen 


kann, die Potenz 4 von ». Hine Determinante, deren Modul wirk- — 


lich einen solchen Werth annimmt, wird schlechthin aus komplexen 
Elementen bestehen. Ist » eine Potenz von 2, dann kann man eine 
Determinante mit Maximalbetrag in reellen Elementen herstellen, 
welche dann eben nur von den einzigen Werthen + 1 und — 1 ge- 


liefert werden kénnen. Fiir andere Werthe von » wiirde es méglicher ~. _ 


Weise Determinanten mit reellen HKlementen, die den Maximalbetrag 
in Hohe der Potenz 4m von m erreichten, iiberhaupt nicht geben. 
Jedoch wird man in jedem Falle diese beiden Aufgaben sich vorlegen 


kénnen, die Hadamard am Schluss seiner beachtenswerthen Arbeit 


oR und die wir hier wiederholen: 

1. Fiir welche Werthe von » giebt es Determinanten mit Ele- 
menten + 1, —1 oder tiberhaupt reellen Elementen, die den Werth: 
Potenz $n von », erreichen? 

De tetertirde man fiir jedes beliebige x Determine mit 
reellen Elementen, insbesondere + 1, — 1 darzustellen haben, damit 
sie zwar nicht den Werth: Potenz $m von m, erreichen, aber dem 
absoluten Betrage nach dem héchst méglichen Werthe gleichkommen? 

Man vergleiche hierzu eine neuere Arbeit von Scarpis 


Scarpis, Sui determinanti di valore massimo. Ist. Lomb. Rend. (1898) 
[14411446]. 


§ 54. Kubische Determinanten und solche, deren Elemente von 
mehreren Indices abhangen. 


Der Gedanke, Determinanten in Betracht zu ziehen, deren Elemente von 


mehr als zwei Indices abhingen, ist, wie Giinther in seiner oftmals angefiihrten © 


Schrift (S. 11 Anm.) bemerkt, ein Verdienst Vandermondes. 
Doch hat man ftir den Ersten, der hierin einen bestimmteren Schritt vor- 


ero - 
es) isan ith ¥ 1; 


hls Lae 
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warts gethan, De Gasparis anzuerkennen mit einem besonders und zwar unter 
dem Pseudonym Jean Blaise Grandpas veréffentlichten Schriftchen: Sur les 
déterminants dont les éléments ont plusieurs indices. (25. Sept. 1861.) 

Zwei Jahre spiter veréffentlichte Dahlander in Stockholm den Aufsatz 

Dahlander, Om en klass funktioner hvilka ega flera egenskaper analoga 
med determinanternes. Stockh. Vet. Ak. Férh. 20. Jahrg. (1863) [295—304]. 

Im Jahre 1868 folgten die Arbeiten von: 

Armenante, Sui determinanti cubici. Giorn. diBatt. vol. 6 (1868) [175—181]. 

Padova, Sui determinanti cubici. Giorn. di Batt. vol. 6 (1868) [182—189]. 

Zehfuss, Uber eine Erweiterung des Begriffs der Determinanten. Frankfurt. 

De Gasparis, Sopra due teoremi dei determinanti a tre indici, ed un’ 
altra maniera di formazione degli elementi di un determinante ad m indici. 
Ace. Napoli Rendic. t. 8 (1868) [118—121]. 

Hine Darstellung der bis dahin erhaltenen Ergebnisse dankt man Gar bieri. 

Garbieri, Determinanti formati di elementi con un numero qualunque 
@indici. Giorn. di Batt. vol. 15 (4877) [89—100]. 

Gleicherweise bildet eine Darstellung Garbieris den Hauptbestandtheil 
der Seconda parte della quattordicesima rivista di giornali del Giusto Bella- 
vitis. Atti Ist. Ven. t. 4 ser. 5. 1877—1878, wo S. 251—273 im Anschluss an 
obigen Aufsatz aus Giorn. di Batt. vol. 15 die ,,Determinanti formati di n’ ele- 
menti“ behandelt werden. 

; Endlich kann man auch mit Vortheil die Schrift von Giinther tiber De- 
terminanten nachschlagen (Hrlangen 1877, Kap. 9. 8. 185—194.), desgleichen 
Scott, Det. 1880. chap. 7 [89—98]. - 

Uber kubische und héhere Determinanten giebt es noch neuere Arbeiten von 

Tanner, Notes on determinants of » dimensions. Proc. Lond. math. soc. 
vol. 10 (1879) [167—180]. 

Scott, On cubic determinants and other determinants of higher class, 
and on determinants of alternate numbers. Proc. Lond. math. soc. vol. 11 
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Wir wollen hier nicht auf Hinzelheiten beziiglich der Lehre von 
den Determinanten mit mehreren Indices eingehen, sondern nur aus- 
einandersetzen, was dabei die Grundlage bildet. 

Stellen wir uns eine Anzahl n? von Elementen a;;, vor, so dass 
die Indices i,j,k die Werthe 1, 2,... annehmen kénnen. Vertheilen 
wir solehe Elemente in dem Raum eines Wiirfels auf entsprechende 
Weise, wie wir es friher zur Herstellung einer quadratischen 
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Matrix gethan, so erhalten wir nun das Schema, dem der Name q 
Pinole Matrix beigelegt werden darf. - a 


Diese Matrix wird sich auf drei verschiedene Weisen in ” Loe a 


zontale oder vertikale Ebenen zerlegen lassen, wobei in einer jeden 
von ihnen eine gewisse quadratische Matrix dargestellt erscheint. 
Innerhalb der gedachten kubischen Matrix hat man vier Diago- 


nalen zu betrachten; wir werden diejenige als die Hauptdiagonale be: 4 


zeichnen, auf der sich die Elemente mit drei gleichen Indices befinden, 
namlich: 
yy Oagghitce haan 


Wir wollen nun das Produkt dieser Elemente bilden und 


danach auf jede médgliche Weise die zweiten Indices und desgleichen © 3 


die dritten Indices mit einander vertauschen. Wir erhalten dann aus 
jenem Anfangsgliede im Ganzen »!n! = (mn!)? Glieder und werden 
einem jeden von ihnen das Vorzeichen + oder — zutheilen, jenach- 
dem gerade oder ungerade ist die Anzahl der Inversionen, welche in 
der Permutation der zweiten Indices enthalten sind, vermehrt um die 
entsprechende Anzahl mit Bezug auf die dritten ince 


Die Summe aller so aeialeciekt Glieder nennen wir die Ent. “= 


wickelung der kubischen Determinante. 


Augenscheinlich werden sich in jedem Gliede der Entwicklung 3 
nur solche Faktoren vereint finden, yon denen nicht zwei derselben 


vertikalen oder horizontalen Ebene angehdren, weil sie ja um der- 
selben Ebene anzugehéren entweder in den ersten oder den zweiten 
oder in den dritten Indices tibereinstimmen miissten. 


Hin wesentlich abweichendes Verhalten gegeniiber gewohnlichen = 


Determinanten zeigt sich bei den kubischen darin, dass, wahrend durch 
eine quadratische Matrix nur eine einzige Deterniinante bestimmt wird, 
durch die kubische Matrix im Gegentheil drei Determinanten yon 
verschiedenem Werthe bestimmt sein kénnen, und zwar erhalten wir 
diese damit, dass wir die Summation der Glieder, die sich aus dem 
Hauptgliede 
Gay Mase ee One 

herleiten lassen, auf dreifache Weise ausfiihren, indem wir einmal die 
ersten Indices fest belassen und die andern vertansehen, oder aber 
wihrend der Vertauschung die zweiten oder endlich die cries Indices 
als unverinderlich ansehen. 

Um sich hiervon zu iiberzeugen, gentigt ein Blick auf das ein- 


fachste Beispiel, in dem n= 2 die Ordnung der Determinante darstellt. - 4 


Das Hauptglied wird-sein 


A111 Ag99 
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§ 54. Vertauschung von Schichten der kubischen Determinante. 187 


mit positivem Vorzeichen. fiaseent wir die ersten Indices fest, ver- 
tauschen die anderen und wenden die angegebene Regel an, so er- 
halten wir die vier Glieder: 


% 

i + 4441999 — 431 912 — Ay y9%994  My99 Aa14 
? 

i 


Lassen wir im Gegentheil die zweiten Indices fest oder auch die 

dritten, so erhalten wir Ausdriicke, die ihrem absoluten Betrage nach 
4 jenen pibieh sind, aber abweichende Vorzeichen haben. Beziehungs- 
_—- Weise ergeben sich die Aggregate: 
i. HF M1199 —F Geis M421 — G12 %991 — F141 Ap9 » 
| PF 144499 — Ayg1Aa12 —F oe1 M12 — Feit Uipe - 
7 Wir werden als erste Determinante diejenige bezeichnen, welche 
in Folge der Vertauschungen der zweiten und dritten Indices entsteht, 
als zweite Determinante, die durch die Vertauschungen der dritten 
und ersten Indices zur Darstellung gelangt und die dritte Determi- 
nante soll Vertauschungen der ersten und der zweiten Indices ent- 
sprechen.. 

Jedes Element a;;, innerhalb der kubischen Determinante gehdért 
einer horizontalen Ebene an und zwei vertikalen, gegen einander senk- 
recht gelegenen, gleichwie bei der gewodhnlichen Determinante jedes 
Element einer Spalte und einer Zeile angehért. Wir wollen diese 
Ebenen Schichten nennen. | 
Um eine bestimmtere Vorstellung herbeizufiihren, nehmen wir an, 
der erste Index bezeichne die Ordnungszahl der horizontalen Schicht, 
der zweite Index die Ordnungszah] von einer der beiden vertikalen 
Schichten, die wir die erste vertikale Schicht nennen wollen und 
somit entspreche der dritte Index der iibrig bleibenden zweiten ver- 
tikalen Schicht. 

Wenn wir zwei horizontale Schichten unter einander 
vertauschen, so bleibt diejenige Determinante, die dadurch 
bestimmt ist, dass man allein die zweiten und dritten Indi- 
ces im Hauptgliede wechseln lisst (man sehe die oben ge- 
gebene Erklirung), unverindert. 

Denn, wenn wir die Faktoren eines jeden Gliedes immer in der 
Weise angeordnet sehen wollen, dass die ersten Indices in der natiir- 
lichen Reihenfolge erscheinen, so werden wir zwei Hlemente in der 
Permutation der zweiten Indices und ebenso in der Permutation der 
dritten Indices mit einander ihre Plitze mtissen wechseln lassen. 

Wenn man nun innerhalb einer Permutation zwei Elemente mit 
einander vertauscht, so andert sich die Anzahl der Inversionen um 


Se ee 


EN a 
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eine ungerade Zahl, mithin erscheint fiir das Ganze von zwei Ver- 
tauschungen innerhalb der zweiten und der dritten Indices die Anzahl 


der Inversionen um eine gerade Zahl veraéndert und hiernach wird | 
das Glied, um das es sich handelt, dasselbe Vorzeichen beibehalten. — 
Wenn wir im Gegentheil zwei vertikale parallele Ebenen mit 


einander vertauschen, dann tritt nur ein Wechsel zwischen zwei Hle- 


menten ein innerhalb der Permutation der zweiten Indices oder aber — 
nur in der der dritten Indices und mithin wird das Zeichen des © 


Gliedes verindert; also gilt der Satz: 


Wenn wir zwei vertikale parallele Schichten mit einander 


vertauschen, so Aandert die in gewohnter Weise bestimmte ~ 


Determinante ihr Zeichen. 


Wie man sieht, besteht dieser grundlegende Unterschied zwischen 
dem Falle der gewdhnlichen Determinanten und dem der kubischen; 
bei diesen giebt es stets eine Richtung der Folge paralleler Hbenen 
von der Beschaffenheit, dass, wenn man zwei unter ihnen beliebig 


auswahlt und vertauscht, die Determinante ungeindert bleibt. Hs lasst _ 


sich bewirken, dass diese Higenschaft sich fiir eine beliebige unter 
den drei verschiedenen Richtungen von Ebenen, der horizontalen und 
der vertikalen verwirklicht und dies zwar entsprechend den drei ver- 
schiedenen Determinanten, die sich mittelst der kubischen Matrix be- 
stimmen lassen. 

Augenscheinlich besteht auch die folgende Higenschaft: 


Jede kubische Determinante kann man als Summe von 
nm! gewohnlichen Determinanten darstellen. 


Und wirklich, stellen wir einmal eine Permutation der zweiten 
Indices innerhalb des Gliedes 


A141 Aga9 +++ Annn 


fest und vertauschen dann die dritten Indices auf jede médgliche Weise. 
Der Inbegriff aller Glieder, die man so erhalten wird, mit dem Zeichen 
-+ oder — gedacht, wird eine gewéhnliche Determinante sein. Hier- 
mit erscheint der Lehrsatz bewiesen. . 

Hine weitere Higenthiimlichkeit, die dann auf andere Weise die 
Darstellung einer kubischen Determinante mittelst gewdhnlicher De- 
terminanten liefern kann, ist die folgende: 


Das Produkt zweier gewdhnlichen Determinanten laisst 
sich als kubische Determinante ausdriicken. (Padova.) 
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Sind nimlich a,;,6,; die Elemente der zwei vorgelesten Deter- 
minanten, so ist das allgemeine Element des Produktes 


Oy 1Os1 + Ar2dss + eM + CG 0ee 


; Solch ein Produkt lisst sich, nach der Regel fiir die Zerlegung 
emer Determinante mit vielgliedrigen Elementen, in ! Determinanten 
spalten, die in ihrer Gesammtheit die kubische Determinante ergeben, 


deren Hauptglied 
(44,01) CAL) pug (Gan Onn) 
ist, und deren allgemeines Glied 


(a1i,b15,) (Gaigbayg) +++ (@ni,bni,), 
wobei 
CPt see tn 
Jt Jy s+ + In 

als zwei Permutationen der Zahlreihe 1, 2,...m aufzufassen sind. 

Die so gebildete kubische Determinante hat zum allgemeinen 
Element 

- Agi Dx} , 

die drei Indices 4, 7,7 andern sich von 1 zu n. 

Fithrt man das Produkt der beiden gegebenen Determinanten auf 
eine der andern drei méglichen Arten aus, so ergeben sich wiederum 
kubische Determinanten, und deren Elemente sind beziehungsweise 


Ani Ojx 

Qik bij 

Aik bix 
Unser Lehrsatz giebt das Mittel an die Hand, symbolisch eine 
kubische Determinante als das Produkt zweier gewohnlichen Deter- 


minanten auszudriicken. 
Wir wollen voraussetzen, dass die a und die b Zeichen sind, 


welche die Bedeutung von Gréssen nur in dem Falle haben, wenn sie 
sich in den Verbindungen 

ei Ox; 
vereinigt finden, das heisst, wenn das Produkt aus zweien von ihnen 
yorliegt, deren erste Indices gleich sind. Das allgemeine Hlement 
einer gegebenen kubischen Determinante 


: iy 
kann dann in symbolischer Absicht dem Produkte dieser a und b 
gleichgesetzt werden und umgekehrt, ist das symbolische Produkt 
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Gx: bk; gegeben, so kann ihm nur ein einziges Element der gegebenen — ‘@ 


kubischen Determinante entsprechen. 
Es erscheint mithin erwiesen, dass sich die ees symbolisch 


als das Produkt zweier gewohnlichen Determinanten ausdriicken lasst. — 


Diese sind jedoch nur als symbolische und nicht als wirkliche auf- 
zufassen und gewinnen die Bedeutung der wirklichen nur erst dann, 


wenn sie mit einander multipliziert werden, indem man deshalb Sorge 


tragt, dass ihr Produkt nach der gewéhnlichen Regel ausgefiihrt 
werde. 

Wenn man von einer kubischen Determinante alle Elemente de 
drei EKbenen unterdriickt, die in einem Elemente a;;; zusammentreffen, 
so erhilt man eine neue kubische Determinante, die man als den 
komplementiiren Minor des Elementes a,;; wird ansprechen diirfen 
und bezeichnen durch A;;;. 

Multipliziert man ihn mit (— 1)'+’, vorausgesetzt, dass es sich 
um die erste Determinante handelt, die aus der kubischen Matrix 
heraus ihre Bestimmung findet, so erhilt man, was den Namen des 
algebraischen Komplementes dieses Elementes tragt. 


Es lisst sich zeigen, dass ahnlich wie bei gewdhnlichen Deter- ~ : 


minanten der Satz gilt: 


Der Werth der kubischen Determinante ist der Summe 


der Produkte gleich, worin die Hlemente einer Schicht mit — a 


den ihnen entsprechenden algebraischen Komplementen ver- 
bunden sind. * 


Hierfiir wtirde der Beweis in ‘hnlicher Weise zu fithren sein, 
wie bei gewohnlichen Determinanten. 

Wir gehen nun zur Multiplikation der kubischen Determi- 
nanten tiber. A 

Betrachten wir das Produkt einer kubischen Determinante | Axi; | 
mit einer gewohnlichen Determinante |,,|. 

Die kubische Determinante kénnen wir als die algebraische Summe 
von ”! gewéhnlichen Determinanten ansehen, wovon eine jede gleich ist 


aa : ; ES Aisi, Uigig + -- On inin 
j 


Hier erstreckt sich die Summation auf alle Permutationen der In- 
dices j, jg... jn und ausserdem stellt (i, 4...%,) eine Permutation 
der Indices 1, 2,...m” dar. Fiir die Summe Bie Ganzes ist positives. 
oder negatives Vachon zu waihlen, jenachdem die Permutation der é 
der geraden oder ungeraden Klasse angehort. 
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Das allgemeine Element einer solchen Determinante ist 


Ak ing 


wobei sich & und j indern. Die Elemente, denen dasselbe k zageordnet 
ist, bilden die Elemente einer Zeile aod die mit demselben 7 stellen 
die Hlemente einer Spalte dar. Das Produkt einer solchen Determi- 
nante mit |6,,| wird das allgemeine Element 


Chr = » , Apis Ors 
s 


enthalten. Wird nun die Permutation (i, 7, ...7%,) der Zahlen 1, 2, . 

der Anderung unterworfen und fiir jeden moglichen Fall dieser Wand. 
lung das Ergebniss der Produktbildung festgestellt, so ergiebt sich in 
der algebraischen Summe der siimmtlichen | ¢,.| das Produkt der beiden 
gegebenen Determinanten. Richten wir jetzt unser Augenmerk auf 
die kubische Determinante, deren allgemeines Glied 


oir ~ Oni, Ors 
s 


sein mag, und zerlegen diese kubische Determinante in eine Summe 
yon gewohnlichen Determinanten, so erhalten wir, was leicht ersicht- 
lich, genau die Summe der Determinanten, deren Elemente die ¢ sind. 
Fiir unveranderliches / leitet man die quadratische Matrix der «;;, 
(wo einzig 7,7 sich fndern) aus den quadratischen Matrices der 
Gis, 0,s nach der bekannten Regel her, die fiir das Produkt zweier 
-quadratischen Matrices gilt. Also kénnen wir aussprechen: 


LOO ue Sr gan tern ATE ee 


Um das Produkt einer kubischen Determinante und einer 
gewoéhnlichen Determinante zu erhalten, hat man eine 
kubische Determinante zu bilden, deren Schichten entstehen, 
wenn man nach der gebrauchlichen Regel die quadratischen 
Matrices, welche die Schichten der gegebenen kubischen 
Determinante darstellen, mit der quadratischen Matrix der 
Multiplikator-Determinante multipliziert. 


Oe ee ee rn eg etm pint — 


Siehe Armenante, a. a. O. S. 181. 

Wir kénnten nun zur Darlegung gewisser Lehrsitze von De 
Gasparis und Padova schreiten, wollen uns aber bei diesem Gegen- 
stande nicht linger aufhalten. Man mag hierfiir die schon angefiihrten 


Werke vergleichen. 
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§ 55. Determinanten und Matrices, die verschwinden. 
Rang einer Matrix. 


Wir werden sagen, eine Matrix von » Zeilen und m Spalten 


(m>n) sei Null, wenn alle Determinanten x-ter Ordnung innerhalb — 


dieser Matrix verschwinden. 

In einer quadratischen oder einer rechteckigen Matrix konnen 
Null sein alle Determinanten von der Ordnung m, alle die von den 
Ordnungen (n — 1), (n — 2),... Es sei p die héchste Ordnungszahl 
von Determinanten, die in jener Matrix enthalten und nicht simmt- 
lich Null sind. Wir setzen also voraus, dass alle Determinanten 
der Ordnung (p-+ 1) und mithin auch die von héherer Ordnung 
simmtlich verschwinden und dass es unter allen denen p-ter Ord- 
nung wenigstens eine von Null verschiedene giebt. Die Zahl p 
heisst der Rang (auch Charakteristik) der gegebenen Matrix. 
Augenscheinlich haben eine Determinante oder eine Matrix, die gleich 
Null sind, héchstens (wn — 1) zur Rangzahl. 


Wir wollen jetzt die nothwendigen und die hinreichenden Be- ~ 


dingungen dafiir aufsuchen, dass eine Matrix den Rang (» — 1) habe, 
also dafiir, dass sie verschwinde, ohne dass alle Determinanten (» — 1)- 
ter Ordnung Null sind. Es wird uns gelingen, einen Lehrsatz auf- 


zustellen, der zu einem in den ersten Paragraphen bewiesenen Satze 


die Umkehrung bildet. Wenn nimlich die Elemente einer Zeile 
innerhalb einer rechteckigen Matrix die gleichen linearen Verbindungen 
der Elemente paralleler Zeilen sind (die Zahl der Zeilen wird kleiner 
als die Zahl der Spalten vorausgesetzt), so sind (wie nach § 2,11 be- 
kannt) alle in jener Matrix enthaltenen Determinanten n-ter Ordnung 
offenbar gleich Null und mithin die Matrix selbst gleich Null. Und 
nun wollen wir nachweisen, dass umgekehrt, wenn die Matrix Null 
ist, die Hlemente einer Zeile dieselben linearen Verbindungen derer 
von parallelen Zeilen sein miissen. Wir beginnen mit der Annahme, 
dass wenigstens einer von den Minoren der Ordnung (m — 1) von 


Null verschieden sei. Ohne die Allgemeinheit aufzuheben, k6nnen wir — 


voraussetzen, solch ein Minor sei der aus den ersten (n —1) Zeilen 
und den ersten (n — 1) Spalten bestehende Minor: 


O44 eee 1, n—1 
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Ist unsere Matrix gleich Null, dann werden die Determinanten 
Null sein, die man aus diesem Minor durch Hinzufiigung einer Spalte 
und einer Zeile ableiten mag, also alle Determinanten der Form 


O44 eee a1, n—1 Ayr 


On—1,1 +++ An—1,n—1 An—1,r 
Ant Oo Ort) An, n—1 Anr 


Wenn man diese nach den Hlementen der letzten Spalte entwickelt 


und bezeichnet mit 
A, GA, sig 


die algebraischen Komplemente der Elemente der letzten Spalte, also 


die Determinanten (x — 1)-ter Ordnung, welche innerhalb der ersten 
(n — 1) Spalten der gegébenen Matrix enthalten sind, jede mit dem 
passenden Zeichen versehen, so ergiebt sich ftir einen beliebigen Werth 
des Index r 

a,Ay + dig, Ag i ao + AnrAn == () 

Diese Beziehung gilt, wie hervorgehoben worden, fiir einen be- 
liebigen Werth des Index 7, der aus den Zahlen 1,2,...m gewiahlt 
sein kann; denn wenn r <n — 1 ist, so wird die vorausgehende De- 
terminante aus dem Grunde verschwinden, weil sie ja zwei gleiche 
Spalten enthalt und wenn r>n—1, dann verschwindet sie nach 
unserer Annahme. 

Die vorangehende Gleichung giebt uns also zu erkennen: 

Wenn die Matrix von m Zeilen und m Spalten Null ist 
und zum Rang (n—1) hat, so besteht zwischen den Ele- 
menten einer Spalte stets dieselbe lineare und homogene 
Beziehung. 

Nun wollen wir sehen, wie man diesen Lehrsatz verallgemeinern 
kann im Fall, dass der Annahme nach die Matrix nicht den 
Rang (n — 1) habe, sondern im Allgemeinen p. 

Dann wird wenigstens ein Minor der Ordnung p von Null ver- 
schieden sein. Hs sei dies 


Ay, +--+ Up 


Api see App 


Wir wollen eine Spalte und eine Zeile beliebig hinzuftigen und 
damit die Determinante bilden: | 


Pascal, Determinanten. 13 
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E Oy --+ Ap Nr 
Api rere App Apr 
As1 eee Asp Osr 


die identisch verschwinden wird, wie auch die Indices 7,s gewahlt 
sein mégen. Entwickeln wir also nach den Elementen der letzten 
Spalte, so ergiebt sich die Gleichung: 


y,Ay5 + AarAgs + corte + tgp Ags + Os, A. = 0 ; 


wenn wir mit A;,...A,, die mit geeigneten Vorzeichen versehenen. 


Minoren der Ordnung p bezeichnen, die man aus A der Reihe nach 
durch Unterdriickung der Zeilen 1, 2,...p und Beifiigung der s-ten 
Zeile gewinnt. 

Lassen wir s sich von (p+ 1) bis m andern und addieren alle 
so erhaltenen Gleichungen, so ergiebt sich 


Air (As +--- + A;,,) + 
+ Aer (As, p41 ae rie a5 Asn) a 


+ Apr (Ap, n+1 bivie gn iste 
+ Mp+41,rA + Ap42r4 + +--+ M,4 =0 

Diese Gleichung ist giiltig fiir jedes beliebige r = 1, 2,...m, 
ist also eine lineare und homogene Gleichung mit unveranderlichen 
Koeffizienten zwischen den Elementen einer beliebigen Spalte. Hier- 
mit ist der Lehrsatz als allgemeingiltig erwiesen. 

Als besondere Faille sind augenscheinlich aus diesen Lehrsatzen 
tiber verschwindende Matrices die entsprechenden fiir verschwindende 
Determinanten abzuleiten. 

Aus der letzten Beweisfiihrung ergiebt sich diese Folgerung. 

Hine der Determinanten von der Ordnung p, die nicht ver- 


schwindet, wollen wir die Hauptdeterminante nennen und wollen — 


diese, wie oben geschehen, mit A bezeichnen. 


Damit die Matrix Null sei und den Rang p habe, geniigt 
es vorauszusetzen, dass alle Determinanten verschwinden, 
die aus A durch Hinzuftigung einer Zeile und einer Spalte 
hervorgehen. 

Das Verschwinden simmtlicher anderen Determinanten von der 
Ordnung (p-+ 1) ist ee Folge des Verschwindens der hier ange- 


deuteten. Hat man nimlich eine beliebige Determinante von der Ord- 


nung (p + 1) 
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und multiphziert man jedes Element mit A, so ergiebt sich mit 
Riicksicht auf die gefundene allgemeine Beziehung: 


A Arti = 
— %s,Air, "+ ys, Apr, oy My Airy 05 Ansys Apr, 
— . ° . ' 5 . 
= M12, Atr 4 — see = ps; Apry ty” : 7 Usp Atri, — ee — Apsy4 Ary ry 


| Jedes Element einer solchen Determinante ist eine Summe yon 
_ p Gliedern, wahrend die Determinante von der Ordnung (p + 1) ist. 
Zerlegen wir diese Determinante mit vielgliedrigen Elementen in die 
entsprechende Zahl von Determinanten mit einfachen Elementen, so 
leuchtet ein, dass eine jede von diesen stets wenigstens mit zwei 
Spalten versehen erscheint, wovon die Elemente der einen beziehungs- 
weise gleiche Vielfache der entsprechenden Elemente der andern sind 
und mithin ist eine jede solche Determinante gleich Null. Hieraus 
ergiebt sich, wenn A von Null verschieden ist, dass A — 0, wie auch 
behauptet wurde. 
Es giebt noch einen anderen wichtigen Lehrsatz tiber verschwin- 
dende Matrices, der als Verallgemeinerung eines von uns im § 5 
(Siehe S. 20) fiir verschwindende Determinanten entwickelten Satzes 
angesehn werden kann und zwar ist dies der folgende: 


_ Wenn eine verschwindende Matrix den Rang p besitzt, 
so sind die aus p Zeilen genommenen Minoren p-ter Ordnung 
proportional denen von gleicher Lage, genommen aus anderen 
p Zeilen, die im Ganzen oder nur theilweise von den ersteren 
verschieden sind. 

Wir wollen hier nicht auf den Beweis dieses Lehrsatzes eingehen 
und statt dessen auf die Schrift von Capelli-Garbieri (Analisi 
algebrica, Padova 1886. S. 398) verweisen. 

Wenn wir hier Halt machen, um der Zahl p, die als Rang 
einer Matrix eingefiihrt war, noch besondere Aufmerksamkeit zu 
widmen, wird uns der Nachweis fiir eine grundlegende Higenschaft 
dieser Zahl leicht sein, die in gewisser Weise dazu dient, deren 

_ Wichtigkeit darzuthun. 


Ist uns eine Matrix vorgelegt, so werden wir sagen, eine andere 
i3* 


196: Theil Il: § 55.. Verschwindende. Matrices. Rang der: Matrix. ~. 


sei aus ihr abgeleitet, wenn man sie durch eine oder mehrere der 


folgenden einfachsten Verfahrensweisen aus jener erhilt (Siehe die 
eben angefiihrte Schrift Analisi algebrica): 
1. Vertauschen zweier Zeilen oder zweier Spalten. 


2. Die Elemente einer Zeile oder Spalte multiplizieren mit 


einer beliebigen Zahl. 


3. Zu den Elementen einer Zeile oder Spalte die Elemente einer 


parallelen Reihe hinzufiigen, nachdem letztere mit einer beliebigen 
Zahl multipliziert sind. 
. Es ist von Wichtigkeit zu beachten, dass, wenn eine Matrix aus 


einer anderen abgeleitet ist, die zweite auch wiederum als aus der 


ersten abgeleitet zu gelten hat. 


Wiirde es sich um eine quadratische Matrix handeln, so wiirde : 


eines dieser Verfahren nur die Wirkung haben, die aus jener Matrix 
bestimmte Determinante héchstens mit einer Zahl multipliziert er- 
scheinen zu lassen. 

Nun ist der folgende Lehrsatz bemerkenswerth: 


Zwei Matrices, wovon eine die abgeleitete der andern _ 


ist, haben gleichen Rang. 


Wenn man im Besonderen mittelst einer Behandlung, wie sie 
vorher angedeutet worden, aus einer Determinante eine andere von 
derselben Ordnung erhilt, so wird beiden Determinanten der namliche 
Rang zugehéren. he 

Fiir den Fall der beiden ersteren Verfahren ist der Lehrsatz ein- 
leuchtend. Wir wollen zeigen, dass er sich auch fiir das dritte be- 
wahrheitet. Setzen wir nimlich voraus, dass wir aus der gegebenen 
Matrix eine andere Matrix hergeleitet haben, indem wir zu den Ele- 
menten einer Zeile oder Spalte die einer parallelen Reihe, mit 4 mul- 


tipliziert, hinzufiigten, so wird dann ein Minor der zweiten Matrix. 


entweder einem Minor gleicher Ordnung der ersteren Matrix gleich 


sein (wenn zu seiner Bildung die veriinderte Reihe gar nicht beige- 


tragen hat) oder aber, er wird in der Form 
A+AB 


zerlegbar sein, wo A,B zwei Minoren derselben Ordnung aus der 
urspriinglichen Matrix sind. Gleicherweise wird vermége der Wechsel- 
beziehung, die zwischen einer Matrix und der abgeleiteten Matrix be- 


steht, jeder Minor der ersteren Matrix auf entsprechende Art vermittelst 


solcher der zweiten sich ausdriicken lassen. Hieraus folgt sofort, wenn 


nicht alle Minoren der Ordnung & in der ersten Matrix Null sind, . 


s 


Po = f. oe Poe . Ppp le 
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dass dann auch nicht alle Minoren gleicher Ordnung der zweiten 


_ Matrix Null sein werden, und wenn alle Minoren der Ordnung (i + 1) 


innerhalb der ersten Matrix verschwinden, dasselbe auch fiir alle diese 
Minoren der zweiten gelten wird. E 7 
Und damit ist der Nachweis unseres Lehrsatzes erbracht. 


§ 56. Lineare Gleichungen. 
Es sei ein System von m Gleichungen zwischen » Unbekannten 


vorgelegt: 


Ay, Ly + Ayy Ly +++ Ain in = Y, 
(1) aes 


Ami VA + Amn2X2 + ice + AmnXin = Yn 


Man darf stets die Annahme machen, dass m grdsser sei als n, 
weil, wenn dies nicht stattfinde, man sich vorstellen kénnte, es wiirden 
zu diesem Systeme von Gleichungen soviele weitere identische hinzu- 
gefiigt, Gleichungen nimlich mit verschwindenden Koeffizienten und 
desgleichen verschwindenden bekannten Gliedern. 

Wir wollen uns die Aufgabe stellen zu priifen, in welcher Weise 


__ die Werthe der Unbekannten w,...%, durch solche Gleichungen be- 


Tae @ 


stimmt sind oder nicht. 
Wir werden als Matrix der Koeffizienten die Matrix bezeichnen: 


Ay, +++ Ain 
(2) ae eet 11 hs Ay 
Ami +»-++ Ann 
Es sei p der Rang dieser Matrix (Siehe den vorangehenden Para- 
graphen) und, um eine bestimmtere Vorstellung zu erméglichen, nehmen 


wir an 
O14 aes Aip 


of ta RS ae (p <n) 
Api +++ np 
sei eine der Determinanten p-ter Ordnung, die in der Matrix enthalten 
und die von Null verschieden sind. 
Wir bilden die Determinanten: 
Oy +> Mp Yy 
ee ee 
Qp1 +++ Upp Yp 
Apt ses Opp Yr 
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Fir ein r<p sind diese Determinanten augenscheinlich gleich “¥ 


Null; fir ein r>p kénnen sie im Gegentheil beliebige bio an- 
nehimen. 

Wir beginnen mit der Darlegung des Satzes: 

Wenn die gegebenen Gleichungen nicht unter einander 
widersprechend sein sollen, oder wenn sie, wie man sich 


auch ausdriickt, mit siwandet vertraglich sein sollen, so ist’ 


erforderlich, anne alle A, verschwinden. 
Wir schreiben die vorgelegten Gleichungen in folgender Gestalt: 
Oy, XH i++ + Op = 1 
(3) ‘ no's Oe: 2 
Ami Ly + +++ + AmpLp = Yn 
indem wir setzen: 


Ye Uy oy Ot, ptt Wp oe ae ee 


Ym = Ym — An, p+1%p+1 — *** — AnnXn 


Wenn wir in den A, an Stelle von y,... Ym einsetzen Yi... Ym, 


so erhalten wir Determinanten, deren letzte Spalten mehrgliedrige 
Elemente enthalten; zerlegen wir sie nach der bekannten Regel, so 
ergiebt sich als ein erstes Glied das namliche A,, von dem wir aus- 
gingen, und danach andere Glieder, die, abgesehen von Faktoren,. De- 
terminanten der Ordnung (p + 1) sind, ausgewahlt innerhalb der ur- 


spriinglichen Matrix, die mithin unserer Annahme nach gleich Null 


sind. Hs erhellt daher, dass die A, ungeandert bleiben, wenn man 
fiir die y die y’ einsetzt. 

Wir betrachten die ersten  Gleichungen unter den (3) und dazu 
die r-te, nennen A,”, A,™,---A,,A die algebraischen Komple- 
mente der Elemente der letzten Spalte in A,, multiplizieren beziehungs- 
weise die (p-+ 1) angedeuteten Gleichungen mit A,”,A,™,---A,”, A 
und addieren sie dann. Leicht erkennt man, dass der Koeffizient von 
ax, 2a Null wird und mithin auf der rechten Seite nur die Determi- 
nante tibrig bleibt, die aus A, entsteht, wenn man fiir die y die y’ 
einsetzt, eine Determinante, die, wie besprochen wurde, gleich A, ist. 
Also muss die Bedingung A, = 0 fiir jeden beliebigen Werth des 
Index yr giltig sein. 


Man beachte, dass es Determinanten A,, wie wir sie aufgestellt. 


hatten, der Zahl nach m giebt, und alle gebildet wurden, indem wir 
von der Determinante A ausgingen. Wenn wir nun eine beliebige 


& 


mete CNC ompLn (mn me Saar 


- 
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‘andere Determinante der Ordnung (p +1) in Betracht ziehen, die 


dem oben dargestellten A, in der Spalte der y wohl enispr ion. 
sich aber von ihm durch die ersten p Spalten unterscheidet, so wird 
es auch stets diesen weiteren, entsprechend gestalteten Deter- 
minanten eigen sein, den Werth Null anzunehmen, wenn die 


Gleichungen mit pihender vertraglich sind und wenn die 
Charakteristik von (A) gleich p ist. 


Wir wollen nun umgekehrt voraussetzen, dass die m Determi- 
nanten A,, wie sie oben dargestellt wurden, verschwinden. Dann 
‘muss zuniichst jede Determinante A;, die man aus A, durch Ein- 


‘setzen der y’ fiir die y erhalt, gleicherweise verschwinden, weil ja die 


Gleichungen A; = A,. gelten. 
Nach den Lehrsiatzen tiber verschwindende Determinanten (man 


vergleiche den vorangehenden Paragraphen S. 192 ff.) miissen die Ele- 


mente der letzten Zeile in A, die gleichen linearen und homogenen 
Verbindungen der Elemente ihrer parallelen Reihen darstellen, oder 
mit anderen Worten: 

Welches auch die Werthe der 27 41...%, sein mégen, so 


werden nothwendig fiir jedes beliebige r—p-+1,...m Glei- 
chungen bestehen von der Form: 


Apt == 004, + BAgy + +++ + Up 
Az == Oy + BAgg + +++ + Ups 


Arp = OM1y  BAap + -** TP UOpp 
Yr = ay, + BYys +++ + BYp 
In der letzten Gleichung hier wollen wir fiir die y’ ihre Werthe 
einsetzen und beachten, dass diese Beziehungsgleichung bestehen 
bleiben muss, welche Werthe immer den 2,41... %, zugetheilt werden 
mégen. Damit lést sich die letzte Gleichung in die folgenden weiteren 
Gleichungen auf: 
Pee, Ne BYy Hlepe ee + 2 Ye 
Or,p+t = Ot, p41 + BO2,p41 + *** 1 Up, ptt 


Orn = HA n ++ Baan + he + UApn 


Durch die Gesammtheit dieser Gleichungen wird angezeigt, dass, 
wenn wir die ersten p unter den Gleichungen (1) beziehungsweise 


mit a, B,...@ multiplizieren und dann addieren, genau die r-te Glei- 
chung des Systems (1) hervorgeht; also ist diese r-te Gleichung eine 
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Folge. der p ersten. Da nun r irgend einer unter den Zahlen a 


(p-+1)...m gleich sein kann, so ergiebt sich: 


Wenn alle A, gleich Null sind, so erscheint das System — 
der m vorgelegten Gleichungen auf das System der p ersten 
zuriickgeftihrt; oder auch die letzten (m—p) Gleichungen 


des Systems sind dann nur lineare Verbindungen der persten. 


Wir wollen uns somit nur mit den p ersten Gleichungen in der 


Form (3) beschiaftigen. 

Wir multiplizieren sie beziehungsweise mit den algebraischen 
Komplementen der Elemente der 7-ten Spalte innerhalb der Determi- 
nante A und addieren dann. 

Die Koeffizienten von 2, ...2%;—1 %41...%p werden Null, weil 


sie als die Summen von Produkten erscheinen, in denen die Elemente ~ 


einer Spalte von A mit den algebraischen Komplementen der Elemente 
einer parallelen Spalte multipliziert sind. Der Koeffizient von 2; er- 
giebt sich gleich der Determinante A und in Folge dessen wird 


Ax; = AO 


wobei A® die Determinante bezeichnet, die man aus A durch Hin- © : 


setzen der Elemente y;...y, fiir die Elemente der i-ten Spalte erhalt. 
Da A von Null verschieden ist, so geht aus dieser Formel hervor: 
(é) 
(4) m4 
Verweilen wir einen Augenblick bei der Betrachtung dieses Er- 
_ gebnisses. Ist pm, so befindet sich auf der rechten Seite der 
Gleichung eine Grésse, die von den x nicht mehr abhingig ist, und 
mithin liefert diese Formel dann fiir die z,...2, bestimmte end- 
liche Werthe. 
Uberdies lisst in dem Fall das System nur eine Lésung zu, 
weil ja die Gleichungen (4) fiir x; einen einzigen Werth darbieten. 
Ist p<, dann erscheint die rechte Seite als ein linearer Aus- 
druck in %4+41..-%,. Theilen wir diesen Veranderlichen beliebige 
endliche Werthe zu, so ergeben sich endliche und bestimmte Werthe 
fiir die v,...%,. Das System der vorgelegten Gleichungen bestimmt 
dann die Unbekannten nicht auf eine einzige Weise, sondern (m — p) 
von ihnen kénnen beliebige Werthe zugewiesen werden und die 
tibrigen ‘p erscheinen ‘dann eindeutig bestimmt. Lésungen des Systems 
giebt es dann in unendlicher Anzahl und eigentlich (n — p)-fach un- 
endlich wiele, ‘weil wir ja (x —p) Unbekannten beliebige Werthe :zu- 
‘weisen dtirfen. Jede mégliche Lésung des Systems kann dann nur 


.) 
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inbegriffen sein unter den auf diese Weise erhaltenen Lésungen, weil 
vorausgesetzt, dass 


a, = a, © fare) Lp = Ap, Lp+1 = M411, rele Ln == An 


eine Lésung des gegebenen Systems sei, diese gleichzeitig den ersten 
p Gleichungen von der Form (3) Gentige leisten muss und auch den 
Gleichungen (4). Wenn man in diesen letzteren ap44—= p41, -..Ln—=An 
setzt, kann man nur den einen Werth a; fiir 2; erhalten, da die Glei- 
chungen (4) fiir v (= 1,2,...p) einen einzigen Werth liefern, 
wenn %41...2%, festgelegt sind. 

Man sieht, es geniigt die Voraussetzung, alle A, seien gleich 
Null, um behaupten zu kénnen, dass stets wenigstens eine Lisung 
des Systems vorhanden sei; andrerseits ist die Bedingung A, = 0 
auch nothwendig dafiir, dass die Gleichungen mit einander vertraglich 
sind, oder dass eine Lésung iiberhaupt méglich ist. Also sind die 
Bedingungen A,=0O (r=1,2,...m) nothwendig und hin- 
reichend fiir die Vertraglichkeit der Gleichungen (1). 

Eine Folgerung, die diesem’ Lehrsatze in Verbindung mit der 
Bemerkung auf S. 198 f. entstammt, ist es, wenn wir sagen: 


Verschwinden die oben dargestellten m Determinanten 
A,, so werden auch, bei der dann eintretenden Vertriglich- 
keit der vorgelegten Gleichungen, alle die tibrigen Deter- 
minanten der Ordnung (y-+1) verschwinden, die den A, ent- 
sprechen, jedoch in den ersten p Spalten von ihnen ab- 
weichen. 


Wir kénnen den gedachten Bedingungsgleichungen eine knappere 


und geschmackvollere Gestalt verschaffen. 

Capelli, Sopra la compatibilita o incompatibilita di pid equazioni di 
primo grado fra pit incognite. Riv. di mat. t. 2 (1892) [54—58]. 

Betrachten wir die Matrix 


O44 “7 Ain Y4 
= (B) 
Ami +++» Ann Ym 


Es kann diese Matrix nicht zum Rang eine Zahl besitzen, die 
kleiner als p wire, weil ja wenigstens die Determinante der ersten 


p Zeilen und Spalten von Null verschieden ist, nimlich die Deter- 


minante A. 

Die (B) zugehérigen Determinanten der Ordnung (p + 1) sind 
entweder in der Matrix (A) der Koeffizienten enthaltene Determinanten 
oder aber Determinanten von der Form der A,. Doch im einen wie 
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im andern Falle sind sie Null, wenn (A) vom Range p ist, und ; 


wenn die Gleichungen mit einander vertraglich sind. 

Wir kénnen mithin aussprechen, dass hei dieser Voraussetzung 
auch der Matrix (B) der Rang p zagehort. Andrerseits, wenn ihre 
Rangzahl p ist, so leuchtet ein, dass alle A, Null sind, weil es ja 
Determinanten ee Ordnung (p +1) sind. Somit ist aks Schluss 
erlaubt: 


Sollen die gegebenen Gleichungen mit einander ver- 
triglich sein, oder, was damit tibereinkommt, sollen sie 
eine oder mehrere Liésungen zulassen, so ist nothwendig 
und hinreichend, dass die Matrix der Koeffizienten und die 
Matrix (B) die nemiiche Rangzahl besitzen. 


Wenn diese Bedingung erfiillt ist, so ist, wie wir zeigten, das — 


System von m Gleichungen auf ein System von nur p Gleichungen 
-zurtickgefiihrt und die iibrigen (m-— pp) sind von diesen abhangig. 
Die » Gleichungen sind sicher unabhingig, das heisst, es besteht 
nicht zwischen ihnen irgendwelche lineare homogene Beziehung, da 


a 


ja andernfalls zwischen den Elementen der Spalten von A eine gleiche _ 


lineare homogene Beziehung statthaben wiirde und A damit gegen die 
Annahme verschwinden wiirde. 
Also kénnen wir den Satz aussprechen: 


Der Rang p der Matrix des Systems stellt die grésste 


Anzahl von unter einander unabhingigen Gleichungen dar, 
die in dem gegebenen Systeme enthalten sind. 


Nun ist és niitzlich, den besonderen Fall anzumerken, wo die 
Zahl der Gleichungen mit derjenigen der Unbekannten tibereinstimmt, 
m =n. 


Wenn dann die Determinante der Koeffizienten von Null 
verschieden ist, wird die Rangzahl p gleich » sein und das 
System wird stets eine einzige Lésung gestatten; wenn im 
Gegentheil die Determinante der Koeffizienten Null ist und 


=> 


Si 
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} 


66 I PN RN dn 


den Rang p besitzt, und p auch als Rang derjenigen Matrix 


zugehodrt, die entsteht, wenn man zur Matrix der Determi- 
nante der Koeffizienten die Spalte der rechtsseitigen Glieder 
der vorgelegten Gleichungen hinzufiigt, so sind diese ver- 
triglich, kommen auf nur p von einander unabhingige zu- 
riick und lassen unendlich viele Lésungen zu. (oo"—?), 


Ist m =n + 1, tibersteigt also die Zahl der Gleichungen die der 


Unbekannten um eine Hinheit, dann wird die Matrix (B) zur Matrix — : 
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‘einer Determinante der Ordnung (» + 1). Die Matrix der Koeffizienten 
-enthalt Determinanten héchstens von der Ordnung n. Es muss also, 


damit die (#2 -+ 1) Gleichungen zusammen bestehen kénnen, die Matrix 
(B) eine Rangzahl besitzen, die kleiner als (m + 1) ist, und hiernach 
muss die Determinante der Ordnung (m+ 1) Null sein, mit andern 
Worten: 


Damit (n+ 1) Gleichungen zwischen » Unbekannten 


neben einander bestehen kénnen, muss die Determinante der 


Koeffizienten und der bekannten Glieder verschwinden. 


Wir wollen nunmehr den Fall in Betracht ziehen, wo in den 


‘gegebenen Gleichungen auf der rechten Seite tiberall Null erscheint, 


also m lineare Gleichungen vorgelegt sind der Gestalt: 
| Ay, % + +++ + An Xn = 0 

| Am1X1 + +++ + Amn®n = 0 

Solche Gleichungen pflegt man homogen zu nennen. 


Es sind dann die oben behandelten Determinanten A, sicher alle 
Null, mithin giebt es stets wenigstens eine Lésung des Systems. Dem 


entsprechend wird ja thatsichlich in diesem Fall immer wenigstens 


die Lésung 
%=0 4=0 ... %=0 
vorhanden sein. 

Aus der yorausgehenden Hrérterung ergiebt sich auch, dass, 
wenn der Rang der Matrix der Koeffizienten den Werth p = n hat, 
dann eine einzige Lésung besteht, und diese kann daher nur die 
soeben angegebene sein, sodass wir schliessen diirfen: 


Damit ein System von homogenen Gleichungen eine 
Lésung gestatte, die verschieden ist von der augenfalligen 
Loésung 7, = 2, =---=2, = 0, ist nothig, dass der Rang der 
Matrix der Koeffizienten kleiner sei als n, also kleiner, als 
die Anzahl der Unbekannten. 


Offenbar kann der Rang dieser Matrix weder grésser sein, als m, 
noch als » und wird héchstens der kleineren dieser beiden Zahlen 
gleich kommen kénnen. Ist m<m, dann werden sich, da doch sicher- 
lich die Rangzahl p kleiner als ” sein wird, mit Bestimmtheit ftir die 
Unbekannten Werthe finden lassen, die nicht simmtlich Null sind 
und die allen Gleichungen Geniige leisten. 

Fiir m =n erbilt man den Satz: 
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mm 
Damit ein System von» linearen homogenen Gleichungen 


in » Unbekannten durch Werthe der Unbekannten, die nicht 


sammtlich Null sind, befriedigt werde, muss die Determi- — 


nante des Systems Null sein. 


Fiir ein System von solcher Beschaffenheit kann also der Hachst- 
betrag der Rangzahl p gleich (n — 1) sein. Aus unserer allgemeinen — 


Darlegung geht hervor, dass dann hier fiir die # eine einfach unend- 


liche Schaar (n — (n— 1) = 1) von Werthen auftritt, die den Glei- | q 
chungen Geniige leisten, und dass tiberdies (m — 1) Gleichungen un- 


abhingig sind und die letzte eine Folge der ersteren. 

Ein Minor von der Ordnung (n — 1), und-von Null verschieden, 
sei der in den ersten (m — 1) Spalten und Zeilen enthaltene; es sind 
dann unabhangig die (n — 1) eee 

yy Ly Ad se Qin %=0 
(6) 
An—1, 104 im 4 An—1, nty, 0 
Wir wollen mit 
Ais Age ARS 
die algebraischen Komplemente der Elemente der letzten Zeile be- 
zeichnen innerhalb der Determinante n-ter Ordnung der a. 


Diese algebraischen Komplemente sind nichts andres, als die De- — 


terminanten von der Ordnung (m — 1), welche in der Matrix der Ko- 
effizienten aus den Gleichungen (6) vorkommen. 


Nach den Higenschaften der Determinanten werden offenbar, wenn. 


wir an Stelle der x im System (6) die Gréssen 
oAnt ? o Ane 7 eee OAnn 


einsetzen, wobei @ eine beliebige Grosse vorstellt, die Gleichungen (6) 
alle identisch befriedigt. Diese Gréssen sind hiernach die Lésungen 
des Systems, der Zahl nach eine einfach unendliche Schaar. 

Mithin gilt der Satz: 


Hat man (wm — 1) lineare homogene Gleichungen in m Un- 
bekannten, deren Matrix verschieden von Null und yom 
Range (nm — 1) ist (siehe den vorausgehenden Paragraphen), 
so sind die Unbekannten proportional den Minoren der Ord- 
nung (m — 1), die in solcher Matrix enthalten sind. 


Nach der kiirzlich -geschéhenen Anmerkung, dass die Rangzahl p 


die kleinere der beiden Zahlen m und m nicht tiberschreiten kann, 
und in Hrinnerung dessen, dass ~p gerade die Anzahl der dimearen 


» Os whew. 
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- @leichungen vorstellt, die von einander unabhingig sind, kommen wir 


zu dem Ausspruch: 


Es kann nicht mehr als m von einander unabhingige, 
lineare homogene Gleichungen mit y Unbekannten geben. 


Die Frage, die wir in diesem Abschnitt behandelt haben, nach 


der Auflésung der linearen Gleichungen, ist namentlich fiir die Lehre 


von den Determinanten von hoher geschichtlicher Bedeutung. Hs ist 
die Frage, die gewissermaassen zu dem Gedankengebilde der Deter- 
minanten selbst die Veranlassung gegeben hat. 


Die Formel (4) heisst die Formel von Cramer, weil sie in gewissem 
Sinne als von diesem Schriftsteller aufgestellt gelten darf in einer zu seiner Zeit 
beriihmten Schrift: 

__ Cramer, Introduction a l’analyse des lignes courbes algébriques. Genéve 
1750. Appendice: De l’évanouissement des inconnues. 8. 658. 

Die Frage wurde dann, zugleich mit der andern der Elimination, der sie 
nahe verwandt ist, von Euler, Bezout, Vandermonde und Laplace be- 
handelt. 

Euler, Nouvelle méthode d’éliminer les quantités inconnues des équations. 
Mém. de l’ac. Berlin. t. 20. année 1764 (1766) [91—104]. 

Bezout, Recherches sur le dégré des équations résultantes de l’évanouisse- 
ment des inconnues, et sur les moyens qu'il convient d’employer pour trouver 
ces équations. Mém. de l’ac. Paris t. 33. année 1764 (1768) 8° [483—568]. 

Vandermonde, a. a. O. oben S. 38. Mém. de l’ac. Paris. Année 1772. 
Sec. partie (1776) [516—532]. 

Laplace, a. a. O. oben S. 38. Mém. de l’ac. Paris. Année 1772. Sec. 
partie (1776) [267—376] Article 4. 

Bezout, Théorie générale des équations algébriques. Paris 1779. 

Die Hinfiihrung des Begriffes Rang (Charakteristik), mittelst 
dessen sich die Behandlung der Aufgabe so allgemein und geschmack- 
voll gestalten lisst, ist neueren Ursprungs. Von deutschen Schrift- 
stellern haben hauptsichlich Frobenius und Kronecker sich dieses 
fruchtbaren Begriffes bedient. (Siehe Encycl. d. math. Wiss. IB1b. 


Art. 12. Anm. 46.) Man vergleiche iibrigens 

Baltzer, Det. 1881. S. 73 Anm. 

Rouché, Sur la discussion des équations du premier degré. C. R. t. 81. 
juillet — décembre 1875 [1050—1052]. "ae ; 

D’Ovidio, Ricerche sui sistemi indeterminati di equazioni lineari. Acc. 
di Tor. vol. 12. 1876—77 [334—349]. 

Capelli, in seiner oben (S. 201) angefiihrten Note. me 

Garbieri, a. a. O. Siehe Literaturbericht zu § 57. Atti Acc. Gioenia vol. 6. 
ser. 4 (1893), sowie die schiitzbaren Behandlungen der Algebra von Cesaro 
(Torino, 1894) und Capelli (Napoli 1895). 


Es lassen sich die Determinanten auch verwerthen bei Auflésung 
eines Systems von Gleichungen, die nicht alle linear sind. Fiir den 
Fall eines Systemes, das aus (» — 1) linearen und einer quadratischen 


’ Gleichung besteht, vergleiche man: 


Baur, Auflésung eines Systems von Gleichungen, worunter eine quadratisch, 
die andern linear. Zeitschr. f. Math. 14. Jabrg. (1869) [129—140]. 


\ 
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Versluys, Applications des déterminants 4 lV’algébre et a la géométrie 3 
analytique. Arch. d. Math. 53. Theil (1871) [1837—187]. “ 

Zur Auflésung eines Systems von (m — 2) linearen und zwei 
quadratischen Gleichungen ist nachzulesen: 


Gundelfinger, Auflésung eines Systems von Gleichungen, worunter zwei- 
quadratisch und die tibrigen linear. Zeitschr. f. Math. 18. Jahrg. (1873) [543—551]. 


§ 57. Die Resultante zweier Gleichungen. 
Die Diskriminante einer Gleichung. 


a te ae 


Die Resultante zweier Gleichungen ist eine ganze rationale 
Funktion in den Koeffizienten der beiden Gleichungen und zwar eine 
solche, deren Verschwinden nothwendige und hinreichende Bedingung 


dafiir ist, dass die beiden Gleichungen eine gemeinsame Wurzel haben. 


Die Resultante wurde zuerst von Euler aufgestellt. 

Euler, Demonstration sur le nombre des points, ou deux lignes des ordres_ 
quelconques peuvent se couper. Mém. de l’ac. Berlin. t. 4. année 1748 (1750) 
234—248]. 

Balser, a. a. O. oben 8. 205. Mém. de I’ac. Berlin. t. 20. année 1764 (1766) 
(91—104] S. 96 ff. 

Bezout, a. a. O. oben S. 205. Mém. de l’ac. Paris. année 1764. t. 33. 
Amsterdam 1768 [483—568]. 

Lagrange, Sur l’élimination des inconnues dans les équations. Mém. de 
Vac. Berlin. t. 25. année 1769 (1771) [303—318] = Oeuvr. de Lagrange t. 3. Paris 
1869 [141—154]. 

Jacobi benutzte zu diesem Zwecke die Determinanten. Man vergleiche 

Jacobi, De eliminatione variabilis e duabus aequationibus algebraicis. 
Journ. f. Math. Bd. 15 (1835) [101—124], wieder abgedruckt in Jacobi, Ges. 
Werke, Bd. 3. Berlin 1884 [297—320]. 

Weiterhin ist noch hinzuweisen auf: 

Sylvester, A method of determining by mere inspection the derivatives 
from two equations of any degree. Phil. Mag. vol. 16 (1840) [132—135]. 

Richelot, Nota ad theoriam eliminationis pertinens. Journ. f. Math. Bd. 21 
(1840) [226—234]. 3 

Hesse, Uber die Bildung der Endgleichung, welche durch Elimination E 
emer Variabeln aus zwei algebraischen Gleichungen hervorgeht, und die Be- a 
stimmung ihres Grades. Journ. f. Math. Bd. 27 (1844) [1—5], wieder abgedruckt 
in Hesse, Gesammelte Werke. Miinchen 1897 [83—88]. " 

Rosenhain, Exercitationes analyticae in theorema Abelianum de inte- 
gralibus functionum algebraicarum. Journ. f. Math. Bd. 28 (1844) [249—278]. 

Rosenhain, Neue Darstellung der Resultante der Elimination von z aus = 
zwei algebraischen Gleichungen f(z) = 0 und g(z) = 0 vermittelst der Werthe, = 
welche die Funktionen f(z) und g(z) fiir gegebene Werthe von z annehmen. : 
Journ. f. Math. Bd. 30 (1845) [157—165]. 

Sylvester, On a theory of the syzygetic relations of two rational integral 
fonctions. Phil. Tr. 1853. vol. 143. part. 1 [407—548]. 

Hermite, Extrait d’une lettre de Mr. Ch. Hermite de Paris 4 Mr. Borchardt 
de Berlin sur le nombre des racines d’une équation algébrique comprises entre 
des limites données. Journ. f. Math. Bd. 52 (1856) [89—51]. 

Cayley, Memoir on the resultant of a system of two equations. Phil. 
Trans. vol. 147. part. 3 (1857) [703—715] = Coll. math. pap. vol. 2. Cambridge 
1889. N. 148 [440—453]. 
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Cayley, Note sur la méthode d’élimination de Bezout. Journ. f. Math. 
Bd. 53 (1857) 8.366 f. = Coll. math. pap. vol. 4. Cambridge 1891. S. 38f. 

Borchardt, Remarque relative & la note précédente (de M. Cayley). Journ. 
f, Math. Bd. 53 (1857) S. 367f., wieder abgedruckt in Borchardts Werken 8. 473 f. 

Brioschi, Sur une nouvelle propriété du résultant de deux équations. 
Journ. f. Math. Bd. 53 (1857) [372—376]. . 

Faa di Bruno, Note sur un théoréme de M. Brioschi. Journ. f, Math. 
Bd. 54 (1857) 8. 283 f. 

Borchardt, a.a.O. Siehe oben S. 130. Akad. Berlin, Ber. 1859 [376—388] 
= Journ. f. Math. Bd. 57 (1860) [111—121]. 

Borchardt, Vergleichung zweier Formen der Eliminations-Resultante. 
ee ae Bd. 57 (1860) [183—186], wieder abgedruckt in Borchardts Werken 

Cayley, Note sur l’élimination. Journ. f. Math. Bd. 60 (1862) S. 373 f, 
wieder abgedruckt in Cayley, Coll. math. pap. vol. 5. Cambridge 1892 [157—159]. 

Clebsch, Uber die Elimination aus zwei Gleichungen dritten Grades. 
Journ. f. Math. Bd. 64 (1865) [95—97]. - 

Kronecker, Uber einige Interpolationsformeln fiir ganze Funktionen mehrer 
Variabeln. Akad. Berlin, Ber. 1865 [686—691], wieder abgedruckt in Kronecker 
Werke. Bd. 1. Leipzig 1895 [135—141]. 

Baltzer, Mathematische Bemerkungen. Ber. d. Ges. d. Wiss. Leipzig. 
Bd. 25. 1873 [523—537] 8. 530f. (Vergl. auch Baltzer, Determ. § 11.) 

Darboux, Sur la théorie de |’élimination entre deux équations 4 une in- 
connue. Bull. sc. math. t. 10. prem. sem’ (1876) [56—64]. 

Darboux, Sur l’élimination entre deux équations algébriques 4 une in- 
connue. Bull. sc. math. 2° sér. t. 1 (1877) [54—64]. 

Igel, Hinige Satze und Beweise zur Theorie der Resultante. Akad, Wien. 
Ber. Bd. 76. 2. Abth. (1877) [145—168]. 

Lemonnier, Mémoire sur 1’élimination. Ann. de l’éc. norm. 2°. sér. t. 7 
(1878) [77—100, 151—214]. 

Kronecker, Zur Theorie der Elimination einer Variabeln aus zwei alge- 
braischen Gleichungen. Akad. Berlin, Ber. 1881 [535—600], wieder abgedruckt 
in Kronecker, Werke. Bd. 2. Leipzig 1897 [115—192]. 

Hioux, Racines communes 4 deux équations algébriques entiéres. Ann. 
de V’éc. norm. 2°. sér, t. 10 (1881) [383—390]; t. 11 (1882) 8. 135f. 

Stéphanos, Mémoire sur la théorie des formes binaires et sur 1’élimina- 
tion. Ann. de l’éc. norm. 3°. sér. t. 1 (1884) [329388]. Siehe 8. 376ff. Abschn. 8: 
Sur la théorie du plus grand commun diviseur. 

Scheibner, Mathematische Bemerkungen (Ausziige aus Briefen an Prof. 
Baltzer) Ber. d. Ges. d. Wiss. Leipzig. Bd. 40. 1888. S. 1—3. — Die Darstellung 
der Theorie des gréssten gemeinschaftlichen Theilers zweier ganzen Funktionen 
angehend in Baltzer Det. 1881 S. 117. — 

Stahl, Uber eine neue Darstellung der Resultanten zweier Formen gleicher 
Ordnung. M. A. Bd. 35 (1890) [395—400]. 

Garbieri, Introduzione a una teorica dell’ eliminazione. Giorn. di Batt. 
vol. 30 (1892) [41—105]. 

Garbieri, Sulla teoria della eliminazione fra due equazioni. Atti acc. 
Gioenia, anno 70. vol. 6. ser. 4 (1893) [1—9]. ' 

Liiroth, Kurze Ableitung der Bedingungen, dass zwei algebraische Glei- 
chungen mehrere Wurzeln gemein haben. Zeitschr. f. Math. 40. Jahrg. (1895) 
247—251], 
ae Uber die Struktur der Diskriminante und Resultante von binaren 
Formen, Act math. Bd. 19 (1895) [385—395]. 

Noether, Uber den gemeinsamen Faktor zweier binairen Formen. Erlangen. 
Ber. 27. Heft (1895) [110—115]. 

Netto, Zur Theorie der Resultanten. Journ. f. Math. Bd. 116 (1896) [33—49]. 


208 Theil II: § 57. Die Resultante zweier Gleichungen. 


Zur Erginzung dieses Quellenverzeichnisses benutze man als Wegweiser in 


dem vorliegenden Forschungsgebiete Encycl. d. math. Wiss. 1B 1a. Art. 16—19. 


Die Beschiftigung mit der Resultanten erscheint von besonderer 


Wichtigkeit im Hinblick auf die Lehre von den Invarianten, wenn 


man ihren Ausdruck vermittelst der fundamentalen Invarianten des 


’ Systems zweier gegebenen algebraischen Formen beachtet. Es sind ~ : 


in dieser Richtung sehr viele Untersuchungen durchgefiihrt worden, 
wir kénnen uns jedoch hier auf deren Erérterung nicht einlassen. 
Wir werden uns darauf beschrinken, die Resultante von dem 
Gesichtspunkte der Determinanten aus zu behandeln. 
Es giebt mancherlei Formen fiir die Determinante, durch die die 
Resultante zweier Gleichungen sich darstellen lasst, und dies riihrt 
von der Verschiedenheit der Wege her, die man dabei verfolgen kann. 


So lisst die Methode von Bezout eine Determinante m-ter Ordnung 


entstehen (wenn  niimlich die gréssere der beiden Zahlen ist, die 


die Grade der gegebenen Gleichungen ausdriicken), die Methode von ~ 


Euler lisst zu demselben Ergebniss gelangen, auf das man mit der 
sogenannten dialytischen Methode Sylvesters gerath, sie giebt aber 


eine Determinante der Ordnung (m+), wenn m,n die Grade der~. 


beiden Gleichungen sind. 
Die vorgelegten Gleichungen mégen sein: 


g(a) = ayu™ + a,x™—-1 + aa"? +--+ + am = 0 
w(x) = boa” + b,27-1 + boa"? +.-- +b, =0 
Multiplizieren wir die erste mit 


n—1 ee ak 
4 aa, ca | 
und die zweite mit 
m—1 m —2 
u 7 & aes “1, 


so erhalten wir im Ganzen (n ++ m) Gleichungen, die gleichzeitig be- | 


stehen mtissen, wenn die beiden gegebenen Gleichungen von einer 
und derselben Wurzel x befriedigt werden. Diese (m + m) G@leichungen 
sind linear und nicht homogen in den 


n—+-m—1 n+ m—2 2 
Wp Pet i PA ad ar oe 


die der Zahl nach (m + m — 1) sind. 

Damit diese (x + m) linearen Gleichungen mit einander ver- 
traglich sind (Siehe 8. 202f.), muss die folgende (n + m)-reihige 
Determinante der Koeffizienten My... Am by... 6b, verschwinden: - 


a 
ee Pe Past ee ee 


_ E ae (ee 
Pep, Te ee Sy oe pay we ae 


eS Bete 
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Qy Ay Ay 

ard, OR 

Oe OR Gs, 

— : v 

ay Fras Maes 

by 0, 

OOF 2b; 


Diese Determinante ist vom Grade ” in den Koeffizienten von » 
und vom Grade m in denen von 7. 

Das Verschwinden dieser Determinante ist nun, wie wir leicht 
zeigen kénnen, auch die hinreichende Bedingung dafiir, dass die 
beiden Gleichungen eine gemeinsame Wurzel besitzen. 

Wir wollen also nachweisen, dass, wenn R = 0 ist, sicherlich die 
beiden Gleichungen wenigstens eine gemeinsame Wurzel haben. Der 
Hinfachheit wegen nehmen wir an m=—=3, n=—2; dann wird die 
Determinante R werden: 


hy % G, Ot O 

OF Fa, 0; Gs a, 
ip ge 900s 0 

On 20; Oy arU. 

0 Doe O05 


Wir wollen nun die linearen und homogenen Gleichungen auf- 
stellen: 


Ay hy + dds ——() 
Ay Ay + Aydg + di As + Body = 
Gig Ay + ayAy + dyd3 + bd, + bods = O 
shy + Mg hy + by A, + B45 = 0 

As Ag + 6,4, = 0 


Die Determinante dieser Gleichungen ist gerade unser R. Wenn also 
R gleich Null wird, so ergiebt sich, nach den Erérterungen iiber 
lineare homogene Gleichungen (Siehe 8. 203 f.), dass es Werthe der 
Unbekannten 4 giebt, die nicht simmtlich Null sind und die alle 
Gleichungen befriedigen. Sind dann die Werthe der 4 auf solche Art 
bestimmt, so multipliziere man beziehungsweise 


Pascal, Determinanten. Ng 
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xp (x) mit Ay 
y (x) mit Ag 
gayi. “iit 7A, 
ey (e) mit Ag 
w(x) mit A; 


und addiere darauf. Man sieht leicht ein, dass man Se iene 


identisch Null erhalt. Also wird sd eete 
(Aya + Ag) p(x) + (Ag? + Aye + Az) p(x) = 0 


und hieraus folgt (da y(z) vom 3. Grade ist), dass wenigstens eine — 


der Wurzeln von g(x) =O auch eine Wurzel von (a) =O sein 


muss, da ja der andere Faktor im zweiten Gliede dieser Gleichung — 4 
nur vom 2. Grade ist in # und daher nicht alle drei Wurzeln von 


auch seine Wurzeln sein kénnen. 
Aus dieser Betrachtung gewinnen wir die weitere wichtige Fol- 
gerung, eine Higenschaft der Determinante R betreffend. Ist R = 0, 


so bestehen nicht nur neben einander die linearen homogenen Glei- _ 


chungen: 
Ay ly + Ay My + Ags + Ay My == 05 
Ap by Ay Ug Ag ty + Ag, = O 
Do Hy FE Dy te + Og tty =0 
Bo Me + Oy Us + de ty = 0 


Dos + Oy Ug + Oy Ug = O 


sondern aus der oben angedeuteten Beweisfiihrung ergiebt sich auch, 
dass sie befriedigt werden, wenn man setzt: 
Wy = 0, Mg = 2, Ug = 2, y= 2, Ws = 1 


wobei # jene gemeinsame Wurzel der beiden Gleichungen gm — 0 und 
~ = 0 ist. Indessen folgt aus der Lehre von den linearen Gleichungen, 
dass die Werthe w, die dem vorangehenden Systeme gentigen, pro- 


portional sind den algebraischen Komplementen (diese von Null ver- | 


schieden vorausgesetzt) der Hlemente einer beliebigen Zeile innerhalb 
der Determinante R des Systems. Also gilt der Satz: 


Wenn R gleich Null ist, so sind die algebraischen Kon- 
plemente der Hlemente aus einer seiner Zeilen (wenn sie nicht 


Null sind) proportional den auf einander folgenden Potenz- 


werthen einer und derselben Groésse, das heisst, sie bilden 
eine geometrische Reihe. 


et ee 
i ee. a 


ee eee ee ee ee Roe ee 
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Uberdies kénnen wir auch den Werth der gemeinsamen Wurzel 
beider Gleichungen herleiten, da doch augenscheinlich nach unserer 
Darlegung der Werth der gemeinsamen Wurzel gleich 
kommt dem Verhiltniss der algebraischen Komplemente von 
zwei auf einander folgenden Elementen innerhalb einer be- 


-liebigen Zeile von R. 


Machen wir nun die Annahme, dass alle algebraischen Komple- 
mente der Hlemente von R verschwinden, dann lassen die linearen 
Gleichungen beziiglich 4 eine doppelt unendliche Schar von Liésungen 
za. Daher kénnen wir fiir 4,, 4,, 43, 44, 4, zwei verschiedene Werth- 
systeme auffinden, welche sich von einander nicht blos um einen 
Proportionalitatsfaktor unterscheiden. In Folge davon erhalten wir 
zwei Identititen der Gestalt: 


(Aya + Ag) p(x) + (Agu® + Aye + ds) p(w) = 0 

(dist + As) p(@) + (Asa? + Ale + a) v(x) = 0 
und wenn wir die erste mit 4; multiplizieren, die zweite mit 4, und 
subtrahieren, so ergiebt sich: 


[(Aras — Aids)@ + (Azds — Azds)| p(x) + 
+ [(duds — aids)ar + (Ass — Agda)] ¥(e) = 0 

Hieraus kann man entnehmen, dass wenigstens zwei Wurzeln von 
g(x) = 0 (und dies ist vom 3. Grade) unter denjenigen von (7) = 0 
enthalten sein miissen, weil ja der Faktor, der in dieser Identitit 
mit ~ multipliziert erscheint, nur vom 1. Grade ist. 

Fahrt man so fort, so erhalt man schliesslich dies allgemeine 
Ergebniss: - 


Wenn R= 0 ist, so haben die beiden Gleichungen sicher 
wenigstens eine gemeinsame Wurzel; es andert sich aber 
nach dem Werthe des Ranges von Ff die Anzahl der beiden 
Gleichungen gemeinsamen Wurzeln; im Besonderen, wenn 
die Rangzahl von Rk (m-+n—hk) betrigt, also alle Minoren 
von héherer Ordnung als (m+n—k) Null sind ohne dass 
die von der Ordnung (m+ »—k) simmtlich verschwinden, 
dann werden die beiden Gleichungen k gemeinsame Wurzeln 
besitzen. 


Auf diese Weise sind wir dazu gefiihrt, diese weitere, moch all- 
gemeinere Frage aufzuwerfen: Welches sind die nothwendigem 
und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass zwei Gleichungen 
k gemeinsame Wurzeln zulassen? Die kurz vorher aufgefundenen 

14* 
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Bedingungen stellen sich hier nur als die hinreichenden, nicht als “i 


die nothwendigen dar. 
Diese Bedingungen werden sich uns in einer Gestalt darbieten, 


die ziemlich einfach und derjenigen der oben aufgefundenen hin-: 


reichenden Bedingungen entsprechend ist, wenn wir eine andere Form 
der Resultante in Betracht ziehen und zwar gerade die nach Bezout 
benannte Form. Wir werden hierin den beiden ouon (Siehe 8. 207) 
angefihrten Aufsitzen von Darboux folgen. 

Wesentlich ist es, hier anzumerken, dass man eine entsprechende 
Untersuchung, die jedoch die Resultante nicht in der Form von 
Bezout, sondern in der von Huler behandelt, Garbieri zu verdanken 
hat, in seinem Aufsatze: Sulla teoria dell’ eliminazione fra due 
equazioni (Siehe oben S. 207). Die nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafiir, dass p gemeinsame Wurzeln vorhanden sind, wurden 
von Kronecker gegeben, indem er die Determinanten einer gewissen 
Folge, an deren Anfang die Resultante steht, gleich Null setzte. 
(Siehe Kronecker, Akad. Berlin, Ber. 1881; Netto, Len ig 
Math. Bd. 116.) 


Wir wollen die Methode von Bezout nach ihren Hauptatiget Sy 


angeben. 

Wir beginnen mit der Voraussetzung, dass die beiden Gleichungen 
desselben Grades sind, also m =n. 

Multiplizieren wir die erste mit b, und die zweite mit a) und 
subtrahieren, so ergiebt sich eine Gloehane vom Grade (mn — 1) der 
Gestalt: 


(0,09 — 4b,)""—* + (gb) — Agb,)a*—? + +--+ bite : — Abn) = 0 
Multiplizieren wir nun die erste Gleichung mit 


bv + b, 


Apt + ay 
und subtrahieren, so erhalten wir noch eine Gleichung vom Grade 
(m — 1) und zwar: 


(4,9 — Ayb,)x"—* + [ (3b) — dbs) + (a,b, — ayb,)]a—* + - 
Wir k6nnen in dieser Weise fortfahren, indem wir die erste 
Gleichung mit 
bx? + ba + b, 
multiplizieren und die zweite mit 


Ayx” +- a," + a, 


und dann subtrahieren, und so des Weiteren. 


und die zweite mit 


= ee ae 
Ve =, oe 


en ee eee 
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Wir erhalten dann im Ganzen » Gleichungen vom Grade (n — 1) 
und damit diese alle zusammen bestehen kénnen, muss die Determi- 
nante der sémmtlichen Koeffizienten gleich Null sein. Setzen wir im 


Allgemeinen: 
(aibj — ajb;) = (ij) 


so gewinnen wir die Determinante: 


(10) (20) “++ (nO) 
(20) (80)+(21)--- = (m1) nae 
(n0) (11) +++ (n,n — 1) 


Wir haben hierin eine symmetrisché Determinante »-ter Ordnung, 

deren Entwicklung in Bezug auf die Koeffizienten einer jeden der 
beiden Gleichungen vom Grade n ist. 
_ Sind unsere beiden Gleichungen nicht desselben Grades, so lassen 
sie sich auf denselben Grad bringen, indem man die von niedrigerem 
Grade mit einer passenden Potenz von « multipliziert. Man wird auf 
soleche Weise alle die » Gleichungen herstellen kénnen, die man in 
dem andern Fall erhalt; daher wird sich auch nach dieser Methode 
eine Determinante des namlichen Grades beziiglich der Koeffizienten 
der beiden Gleichungen ergeben. Da wir wissen, dass die Resultante 
vom Grade ” sein muss in den Koeffizienten der Gleichung m-ten 
Grades und vom Grade m in den Koeffizienten der Gleichung -ten 
Grades, so muss demgemiiss augenscheinlich in diesem Falle sich ein 
Faktor abscheiden vom Grade (n — m) (n> m) in den Koeffizienten 
der Gleichung niedrigeren Grades. 

Wir kénnen iibrigens zu dem Ergebniss auch ohne fremden Faktor 
gelangen, wenn wir anstatt » Gleichungen nach der angegebenen 
Methode aufzustellen nur m davon nach einander bilden und fiir die 
iibrigen (x — m) Gleichungen die folgenden wahlen: 


Me op (ny ==. () 
m—n—t9(2) = 0 


x o(Z) = 90 
alles Gleichungen, deren Grad gleich oder kleiner ist als »— 1. 
Man wird dann nicht mehr eine symmetrische Determinante er- 
halten, sondern die m ersten Zeilen werden wie vorher gebildet sein, 
die andern (n — m) aber im Gegentheil aus den Koeffizienten der 
Gleichung niederen Grades. 
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Fir »=4, m=2 erhilt man zum Beispiel die folgende De- 4 


terminante: 
(a,b) — ayb,) , (4,0) — Ay bs) , — 6, a ; eae 
(dz) — Aybq) ; (a,b, — a,b, — Ayds) , (— a,b, — Qyb,), — Oya, 
A ? ee ? a, es ? 0 
0 Dee A ’ ay , a, 


Nach der Methode von Bezout gelangt man also in jedem Fall . 


stets zu Determinanten von der Ordnung », wahrend man mit dem 
Verfahren Eulers Determinanten der Ordnung (m+ m) bekommt. 


Diese zweierlei Determinanten sind von gleichem Grade mit Bezug K 


auf die Koeffizienten der beiden Gleichungen und lassen sich eine in 
die andere tiberfiihren. 

Wir wollen nicht auf die Hinzelheiten dieser Umwandlung ein- 
gehen, woriiber man nachlesen mag: Trudi, Teoria dei determinanti. 
Napoli 1862. 8. 101, Baltzer, Det. 1881. 8. 123 ff. 


Wir gehen statt dessen dazu tiber, folgenden Lehrsatz von 


Darboux (a. a. 0.) nachzuweisen: 


Nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass 
die beiden Gleichungen vom Grade m,n(m<n)p gemein- 


same Wurzeln haben, ist es, dass die Maine der Determi- 3 


nante von Bezout (n —p) zum Rang hat. 


Zum Beweis, dass diese Bedingung hinreicht, kann man durchaus 
denselben Weg gehen, der im Fall der Eulerschen hie 
eingeschlagen wurde. 

Die Uberlegung wird dieselbe sein wie dort, wir wollen uns mit- 
hin deren Wiederholung erlassen. 


Was aber den Nachweis dafiir anbetrifft, dass die angezeigte Be-_ 


dingung wirklich nothwendig ist, so folge hier die Beweisfiihrung 
von Darboux. 
Wir setzen: 


bo p(x) — ayv(%) = fo(@) 
(oe +b, ) p(x) — (ez +a, ) ve) = fi() 


(eR ORACE eC. 


Die Determinante von Bezout wird durch die Koeffizienten der 


folgenden Gleichungen gebildet, deren Grad gleich oder geringer ist, 
als (n — 1): 


Te ey ey 


OAT OT TT ee Sy ee eee ee 


a ee 


Seanad hee tee kee ee 


me am 


Og reper 2 He ee gs 


Pe SR gig ne: 
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. ie =O 
f,() = 0 
dea) a 

Ge y(t) =O 

a p(x) = 0 


 Setzen wir nun voraus, dass m und j einen gemeinsamen Faktor 
vom Grade p besitzen und sei dies F(x), so werden offenbar alle auf 
der linken Seite dieser Gleichungen stehenden Ausdriicke F'(v) zum — 
Faktor haben und es wird darum geschrieben werden kénnen: 


f(x) = F(a) F(@) 

A=  — R@)F@) 

(2) ae) Pin 4 (4) Ea) 
eae) 39, FE) 

apa) =2 p1(@) F(@) 


Es mag iiberdies noch 
$(2) = ¥,(@) F(@) 
sein, p, und 7, keinen weiteren gemeinsamen Faktor enthalten. 
Setzen wir dann: 
a F(x) = 2, 
cn TENG) Ea 


ae a Dy La pd 
so wird offenbar, dass alle die  Polynome (1) sich linear und homogen 
yermittelst der 2 2... %n—p—1 ausdrticken lassen, die aber ihrerseits 
lineare Ausdriicke in den 
0° gi or... gr 
sind. 
Somit dtirfen wir behaupten, dass in Absicht des Zusammen- 
bestehens der Gleichungen (1) die z identisch verschwinden miissen. 
Setzen wir: 

QD, — OG eed + Cit t + rarer + m—p 

Diag te Pie" —F —* + Bae 

Faye tye tooth 
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so eats wir: 


= [Bop (@) — % v1 (#)] 
— Te Lo + ;) “e (2) — (0% — a) Y1 (e)|+%4 Bo p(x) — yh @] 


Thee ist ie System der Gisickhnged 
Fo == 0), Fe), 9 Aon en ee 
auf das folgende Gleichungensystem zuriickfiihrbar: 
Fo = BoP1(#) — eos (x) = 0 
Fy = (By% + By) 91 (&) — (Moe + 4) 4s (4) = 0 


Fn—p—1 = (Roe oie ) 9, (2) yt oe ee , W(x) =0 
Will man nach dem Verfahren von Bezout die Resultante der 


Gleichungen vom Grade (m — p) und (n—p), 9, =0 und y, = 0 


aufsuchen, so hat man die Determinante der Koeffizienten gerade yon 
diesen (» — p) Gleichungen: 
iy = 0 FF; = 0 vee y peaery eco =, 
a hep 0) — OO a a) 
gu bilden. 
Diese Determinante ist daher von Null verschieden, weil g, und 


w, der Annahme nach keinen gemeinsamen Faktor besitzen; indessen — 


stimmt, nach den soeben geschehenen Bemerkungen, die Determinante 
iborein mit der zu den folgenden Gleichungen gehérigen: 


RO 4” eee 


ar—™—1 (x) = 0 aA ap, (") = O- 

Multiplizieren wir in diesen Gleichungen jede Potenz von # mit 
F(a), so erhalten wir ebensoviele lineare Gleichungen in 4% 2... 
~ und deren Koeffizienten sind augenscheinlich dieselben, wie sie diesen 
nimlichen Gleichungen als linearen Gleichungen beziiglich der ver- 
schiedenen Potenzen von « zukommen. Wir erfahren also, dass (x — p) 
lineare Gleichungen in den (m — p) Gréssen ¢ eine von Null ver- 
schiedene Determinante ‘besitzen, dass mithin keine weiteren Werthe 
fiir die 2 vorhanden sind, die gleichzeitig jenen Gleichungen Gentige 
leisten kénnten, als nur die Werthe Null. 

Die n Gleichungen (1) sind daher simmtlich lineare Verbindungen 


der tibrigen Gleichungen, die zwischen denselben Veranderlichen be-_ 


stehen, und deren Anzahl (w — p) betrigt, naimlich: 


f= 0, 4 == 0, <)> eigen 


r S 
j . ae ane 
4 : : ee ay 
7 ; Cin : pres ym hae ut en eng ja> PN oe) ee en a 
cf. sah ey ft eee SS ae ee lai aie as basa t big tt 7 * 


‘hoy Siar Naa i i me 
he EL hei ke al a el oh a 


hl. 


ot ae 


Te) o's 
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ee 
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Mithin sind von jenen » Gleichungen wenigstens p eine Folge der 
tibrigen und nach einem Lehrsatze tiber lineare Gleichungen ersieht 
man, dass die Rangzahl der Determinante der Koeffizienten aus dem 
Gleichungensystem (1) nicht grésser sein kann als (n — p); sie kann 
jedoch auch nicht kleiner sein, widrigenfalls man bei Wiederholung 
des ersten Theiles des Nachweises (soweit er sich nimlich auf die 
Erkenntniss des hinreichenden Charakters der Bedingungen bezieht) 


den Schluss zu machen haben wiirde, dass die vorgelegten beiden 


Gleichungen mehr als p gemeinsame Wurzeln hitten und dies zwar 


im Widerstreit gegen die Annahme. 


Wenn man, wie oben gesagt (Siehe 8. 212), Garbieri zufolge 
eine ahnliche Untersuchung anstellt, wobei man jedoch die Eulersche 
Determinante in Betracht zieht, so findet man Bedingungen, die den 
hier erérterten entsprechen, die sich zwar nicht auf eine quadratische 
Matrix beziehen lassen, aber wohl auf eine gewisse rechteckige Matrix, 
die in der Hulerschen Determinante enthalten ist. 

Das ist namlich eine rechteckige Matrix, die man aus der 
Kulerschen Determinante herleitet, wenn man die ersten (n — p + 1) 
Zeilen der a und die ersten (m—yp-+ 1) Zeilen der 6 herausnimmt 
und die letzten (p — 1) Spalten unterdriickt, die dann nur mit Hle- 
menten Null besetzt erscheinen. 

Bedingung dafiir, dass hier p gemeinsame Wurzeln vorhanden 
sind, ist, dass diese Matrix (nach der Bezeichnung Garbieris) einfach 
Null wird, das heisst, dass sie zum Rang (m+ — 2p-+ 1) habe 
oder dass alle in ihr vorkommenden Determinanten héchster Ordnung 
(deren Ordnungszahl gerade (m + n — 2p + 2) betriigt) verschwinden 
und nicht alle yon niedrigerer Ordnung Null werden. 

Die Bedingungen fiir das Vorhandensein von p gemeinsamen 
Wurzeln sind rein aus dem Gesichtspunkte der Determinantenlehre, 
abgesehen also von jeder Beziehung zu Invarianten, behandelt durch 
Liiroth und Noether. (Siehe Literaturverzeichniss auf 8. 207.) 


Andere Methoden zur Untersuchung der Resultanten sind gegeben 
von Rosenhain (a. a. O. Journ. f. Math. Bd. 30), Cayley (a. a. O. 
Journ. f. Math. Bd. 53) und von Borchardt (a. a. O. Journ. f. Math. 
Bd. 57). 

a Cayleysche Verfahren besteht in einer gewissen Abwandlung 
des Bezoutschen. Sind p(«)=0, w(x) =O die beiden in Rede 
stehenden Gleichungen und vom gleichen Grade, so betrachten wir 
den in # und y symmetrischen Ausdruck 
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= : 
(x) py) — oy) ¥@) : 
Fiihren wir die hier angezeigte Division aus, so lisst sich F schreiben — 


n—1 


F'(a,y) = Po Cen’ y®, (Cir = Cx) 
i,k=0 


Haben nun »y ~0, ~ =O eine gemeinschaftliche Wurzel, so miissen 
fiir den Werth von a, der dieser Wurzel entspricht, die Koeffizienten _ 
der verschiedenen Potenzen von y in diesem Ausdrucke verschwinden, ¥ 
man erhilt dann also die Gleichungen: 


Sa a =0 
t 

De az’ =0 
a 


@ 


Zina = 0 
Daraus folgt das Verschwinden der Determinante 


R= D+ CoCr Gee + + - Cnt, 0-1 


und diese Determinante ist die Resultante. Der vorliegende Aus- — 
druck fiir die Resultante ist von besonderer Bedeutung, weil ihre Be- 
handlung innerhalb der Invariantentheorie der bindren Formen, wie 
Gordan gezeigt hat, hier ihren Ausgang nimmt. 


Gordan, Uber die Bildung der Resultante zweier Gleichungen. M>A. 
Ba. 3 (1871) [355—414]. 


Schreibt man F' in seiner sogenannten symbolischen Form (Siehe 
Clebsch, Theorie der biniiren algebraischen Formen. Leipzig 1872; — 
Gordan, Vorlesungen iiber Invariantentheorie, Bd. 2. Binare Formen. — 
Leipzig 1887 oder in zusammenfassender Darstellung Pascal, Reper- 


torium der héheren Mathematik I. Leipzig 1900. Kap. 12.) 
Fores =r, ty =. 
so zeigt Gordan, dass die Resultante R symbolisch durch 
R= [Tein (sss) (2,46 ==0, 1,...%—1) 
ausgedriickt wird. 

Aus dem Gesichtspunkte der Formenlehre Leitnehien beruht die 
grosse Bedeutung der Resultante auf dem Umstande, dass sie ein aus 
den Koeffizienten der beiden Gleichungen gebildeter ‘Ausdruck ist, der 
die sogenannte Invarianteneigenschaft besitzt oder dass sie eine 
Invariante ist. (Siehe die vorher angefiihrten Schriften.) e 


“— 
t 
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Wir diirfen uns hierauf nicht weiter einlassen, weil es uns von der 


Determinantenlehre, unserem Hauptgegenstande weitab fiihren wiirde 


und wollen nur noch einige Bemerkungen und Hinweise hinzufiigen. 

Ks lasst sich nachweisen (und dies hat Gordan gethan), dass die 
invarianten Bedingungen fiir das Vorhandensein von zwei (nicht einer) 
zweien Gleichungen gemeinsamen Wurzeln nicht durch das Verschwinden 
zweier Invarianten ausgedriickt werden kénnen, sondern durch das 
Verschwinden aller Koeffizienten einer gewissen Kovariante, die von 
Gordan @ genannt worden ist. 

Im Gegensatz hierzu lassen sich die invarianten Bedingungen fiir 
das Auftreten von drei gemeinschaftlichen Wurzeln zweier Gleichungen 
darstellen, indem man zu der Bedingung, die das. identische Ver- 


‘schwinden von @ ausspricht, die Bedingung des Verschwindens einer 


weiteren Invariante hinzufiigt. Hierfiir ist der Nachweis durch 
Pascal gefiihrt. 


__ Pascal, Sopra certi covarianti simultanei dei sistemi di due quartiche e 
di due quintiche. Ann. di mat. 2 ser. vol. 16 (1888) [85—99]. 


An diesem Satze ist bemerkenswerth, dass die neue Beziehung 
zwischen den Koeffizienten, die in Verbindung mit @ =O die Be- 
dingung liefert, unter welcher die beiden Gleichungen drei gleiche 
Wurzeln haben, sich in die Form einer Invariante bringen lisst. Diese 
Form erhalt man beispielsweise nicht, wenn man von der Bedingung 
fiir die Gleichheit einer Wurzel (R —0) zu der fiir die Gleichheit 
zweier Wurzeln itibergeht. . 

Zum Schluss weisen wir auf einige Berechnungen hin, die seither 
(aus dem Gesichtspunkte der Invariantenlehre) fiir die Resultante 


zweier Gleichungen von bestimmtem Grade angestellt worden sind. 

Fiir eine Gleichung beliebigen Grades und eine quadratische: Clebsch, 
Journ. f. Math. Bd. 58 (1861) [273—291] und Theorie der binaren algebraischen 
Formen. Leipzig 1872. 8. 84 ff. 

Fiir eine Gleichung beliebigen Grades und eine kubische: Pascal, Giorn, 
di Batt. vol. 25 (1887) [257—280]. 

Fiir zwei Gleichungen, deren Grad niedriger als 4: Clebsch, a. a. O. 

Fiir eine biquadratische Gleichung und eine kubische: Brioschi, Collectanea 
mathem. in memoriam Chelini. Mailand 1881 [213—219]. 

Fiir zwei Gleichungen 4-ten Grades: D’Ovidio, Ace. di Tor. vol. 15, 1879—80 
{385—389]. (Siehe auch Brioschi, Ace. di Tor. vol. 31. 1895—96 [441—446].) 

Fir eine Gleichung vom 5-ten Grade und eine quadratische oder kubische: 
D’Ovidio, Mem. d. soe. ital. d. scienze (detta dei XL) vol. 4, (1882) Nr. 2 [1—19]. 

Fiir eine Gleichung 5-ten Grades und eine zweite vom 4-ten oder 5-ten 
Grade: D’Ovidio, Roma Acc. Linc. mem. ser. 4 vol. 4 (1888) [607—622]. 

Weiterhin lese man beziiglich der Berechnung der invarianten Bedingungen 
fiir das Auftreten zweier oder dreier gemeinschaftlicher Wurzeln bei zwei 
Gleichungen 4-ten oder 5-ten Grades Gordan, a. a. 0. Math. Ann. Bd. 3 und 
Pascal, a. a. O. Ann. di mat. vol. 16, sowie Acc. Nap. Rend. ser. 2. vol. 2 (1888) 


[402—409]. 


~ 
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Eine Untersuchung, die in enger Beziehung steht zu derjenigen : . 


iiber die Resultante, hat zum Gegenstande die Diskriminante eimer 
Gleichung. 


Diskriminante einer Gleichung heisst diejenige rationale 
ganze Funktion der Koeffizienten, welche der Null gleich ~ 


gesetzt die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir 
darstellt, dass die Gleichung zwei gleiche Wurzeln besitzt. 


Aus der Algebra ist bekannt, dass, wenn eine Gleichung zwei 


gleiche Wurzeln hat, diese Wurzel auch Wurzel der ersten Ableitung 
der linken Seite der Gleichung ist, und umgekehrt, wenn die Gleichung 
eine Wurzel gemeinsam hat mit ihrer ersten Ableitung, dass sie dann 


eine doppelte Wurzel besitzen wird. Es folgt daraus, dass die Unter- 


suchung der Diskriminante sich zuriickfiihren lasst auf die Unter- 


suchung der Resultante der vorgelegten Gleichung und ihrer ersten — 


Ableitung, diese gleich Null gesetzt. 
Der Name Diskriminante riihrt von Sylvester her. 


Sylvester, On a remarkable discovery in the theory of canonical forms 
and of hyperdeterminants. Phil. Mag. ser. 4. vol. 2. (1851) 8. 406. 


Man wird die Diskriminante leicht mit Hilfe der Wurzeln dar-.. 


zustellen vermégen, weil ja offenbar, wenn man das Produkt aller 
Quadrate der Wurzeldifferenzen zu je zweien bildet, sich ein Ausdruck 
ergiebt, der in den Wurzeln symmetrisch, sich in Folge dessen ver- 
mittelst der Koeffizienten der Gleichung darstellen lasst, der andrer- 


seits, wenn er gleich Null ist, die Gleichheit zweier Wurzeln anzeigt — 


und der, im Fall, dass zwei Wurzeln gleich sind, sicher verschwindet. 
Nun ist bekanntlich 


1 1 1 

a, Os On 
oi" fig 2 Se cuvne 
Ce a te omen 


gleich dem Produkte der Differenzen der Gréssen “, zu zwel und 
zwei genommen, also dtirfen wir schliessen, dass die Diskriminante 
das Quadrat dieser Determinante ist. 


Stellen wir dies Quadrat durch zeilenweise Multiplikation her und 


lassen fiir die Summe der gleichen Potenzen der Wurzeln die Bezeichnung 


Sp = a? + oy? +--+. + «2 


in der Rechnung auftreten, so ergiebt sich, dass dasselbe seinen Aus- 


druck findet in der Determinante (von der Art der nach Hankel be- 
nannten, siehe § 19) 


vd 
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So Ss; S5 see Sn—1 
Sy Sg Ss art ceia 
Sn—1 Sn Snt1--- San—1 


Die Diskriminante, wenn sie als die Resultante von f und seiner 
ersten Ableitung berechnet wird, ergiebt sich in der Determinante der 
Ordnung (2% — 1): 


M a, ay 
0 Ay ay 
0 0 My 
Nay, (n—1)a,, w—2)a,... 
0 Ny (wn —l)) a, -.. 


0) (0) CORR piecnoe 


bei der die Zeilen von der ersten Art in der Anzahl (n — 1) und 
die Zeilen zweiter Art in der Anzahl m vorhanden sind. Man hat es 
mit einem Ausdruck zu thun, der augenscheinlich durch a, theilbar 
ist, und, wird dieser Faktor unterdriickt, so bleibt jedes Glied vom 
Grade (2n — 2) beziiglich der Koeffizienten der Gleichung. 
Gleich der Resultante hat naturgemiss auch die Diskriminante 
die Veranlassung zu wichtigen Untersuchungen auf dem Gebiete der 
Lehre yon den biniren Formen gegeben. [Fiir die Diskriminante 
besteht die wesentliche Higenschaft, dass sie eine Invariante 
ist fiir die linke Seite der vorgelegten Gleichung. 

Wie wir es bei der Resultante gethan, geben wir noch einige 
Hinweise auf Schriftsteller, die Diskriminanten von Gleichungen ver- 


schiedener Grade berechnet haben. 

Fiir die ersten vier Gradzahlen verliuft die Untersuchung ohne Schwierig- 
keiten. Man vergleiche beispielsweise die oben (Siehe S. 219) angefiihrte Schrift 
von Clebsch. 

Fiir den 5-ten Grad: Salmon, Camb. Dubl. math. Journ. vol. 5 (1850). 

Fiir den 6-ten Grad: Brioschi, Journ. f. Math. Bd. 53 (1857) [372—376] 
rnd Ann, di mat. ser. 2 t. 1 (1867—68) S. 159. — Maisano, Math. Ann. Bd. 30 
(1887) [442—452]. 

Fir den 7-ten Grad: Gordan, Math. Ann. Bd: 31 (1888) [566—600] — 
Brioschi, Ann. di mat. ser. 2 vol. 26 (1897) [255—259]. ; 

Fiir den 8-ten Grad: Maisano, Rend. Circ. mat. Palermo t. 3 (1889) [53—59] 
und t. 4 (1890) [1—8]. “27, 

Weitere Quellen fiir das vorliegende Forschungsgebiet finden sich in Pascals 
Repertorium der héheren Mathematik I Leipzig 1900. Kap. 12, § 5 oder aus- 
fiihrlicher in Encycl. d. math. Wiss. IBia, Art. 20—22 und I1B2 Art. 25, 
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§ 58. pieemeine Higenschaften der Funktionaldeterminanten. 
Lehrsatze von Jacobi. 


Mit den Funktionaldeterminanten hat sich zuerst Jacobi beschaftigt, und = 
aus diesem Grunde sind sie auch von Sylvester als ,,Jacobians‘“ und danach 
als Jacobische Determinanten bezeichnet worden. . 

Jacobi, a. a. O. (Siehe Literaturbericht auf §. 164) Journ. f. Math. Bd. 12. 

Jacobi, De determinantibus functionalibus. Journ. f. Math. Bd. 22 (1841) 
[319—359], wieder abgedruckt in Jacobi, Ges. Werke Bd. 3. Berlin 1884 
[395—438]. (Deutsche Ausgabe mit Anmerkungen durch Stickel in Ostwalds 
Klassikern der exakten Wissenschaften N. 78.) “3 

Jacobi, Vorlesungen tiber Dynamik. Ges. Werke, Supplementband, Berlin __ 
1884. S. 100 ff. 

Weitere Arbeiten tiber die Funktionaldeterminanten sind die folgenden: 

Sylvester, a.a. O. (Siehe Literaturbericht auf S. 206) Phil. Tr. 1853. vol. 
143, part 1 [407548] S. 476. : 

Donkin, On a class of differential equations, including those which occur ~ 
in dynamical problems. Phil. Tr. 1854. vol. 144. part 1 [71—113]. a 

Cayley, Note sur une formule pour la reversion des séries. Journ. f. Math. 
Bd. 52 (i856) [276— —284], wieder abgedruckt in Cayley, Coll. math. pap. vol. 4. 
Cambridge 1891 [30—37]. 

Clebsch, Uber eine Eigenschaft von Funktionaldeterminanten. Journ. 
f. Math. Bd. 69 (1868) [355—358]. : 

Neumann, C., Zur Theorie der Funktionaldeterminanten. M. A. Bd. 1 (1869). F 
8. 208 f. i: 

Kronecker, Bemerkungen zur Determinanten-Theorie. Journ. f. Math. 
Bd. 72 (1870) 8. 153 ff. (Bemerkungen zu § 12 von Baltzers Determ. Siehe Lite- 
raturbericht auf 8. 107.) i: 

Casorati, Sui determinanti di funzioni. Ist. Lomb. Mem. vol. 13 (ser. 3. 
vol. 4) (1877) — fase, 2. 1875 [181—187]. : 

Torelli, Sui determinanti di funzioni. Rend. Cire. mat. Palermo. tom. 7. 
1893. parte prima [75—84]. 

Wir unterlassen es, zahlreiche andere Arbeiten anzuftihren, die mit diesem 
Lehrgebiet in mehr oder weniger enger Beriihrung stehen und verweisen noch 
auf Scott, Det. 1880 chap. 10 [129—145], Baltzer, Det. 1881. § 12 [189—162], | 


a 


o 


“Ag at sa — 


7) 
y 


Gordan (Kerschensteiner), Vorlesungen iiber Invariantentheorie. 1. Bd. Leipzig 
1885 [120—131] und auf Nettos Darstellung in Encycl. d. math. Wiss. IB 1b- q 
Rationale Funktionen mehrerer Veriinderlichen. Art. 21. ; : 
Es mégen gegeben sein » Funktionen y, y,...Y, von n Ver- q 
anderlichen x, %,...%,. Man bilde die Determinante i 
ee 

Gh Oks Ox, ¥ 

rome : 

Ox, a, Ox, : 


Diese heisst die Funktionaldeterminante oder Jacobische 
Determinante der y. Der grissere Theil der Lehrsitze, die wir fiir 
solche Determinanten vorfinden werden, lasst eine bemerkensworthe! 
‘Ubereinstimmung hervortreten, die zwischen ihnen und den Ableitungen 


> : vy 
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der Funktionen einer einzigen Verinderlichen besteht. Deshalb be- 
dient man sich auch fiir derartige Determinanten des Symboles: 


0 (1 » Yo yess Un) 
O (Sy, Bey ++. Ly) 


Aus der Gestalt von J geht augenscheinlich hervor, dass auch 
seine Minoren Funktionaldeterminanten sind, mit der rien Ab- 
_ weichung, dass einige der gegebenen Funktionen darin nicht mehr 
_ vorkommen und einige der Veriinderlichen nicht mehr als solche an- 
| 
f 


_ gesehen werden. 
Hine erste wichtige Higenschaft der Jacobischen Dee raueenieg 
ist die folgende: 


' Wenn wir uns die y,, ¥,.--, Yn. als Funktionen der 

| ae ee 

_ vorstellen und diese ihrerseits als Funktionen der 2... an, 
dann ist die Jacobische Determinante der y mit Bewug auf 
die xz gleich dem Produkte der zwei Jacobischen Determi- 


nanten, einer der y riicksichtlich der z und einer der ¢ riick- 
sichtlich der z. 


Diese Higenschaft der Funktionaldeterminanten entspricht der 
_ ahnlichen, die an der Ableitung zusammengesetzter Funktionen 
_ kenntlich wird. 


Wir wollen mit einander multiplizieren die beiden Determinanten: 


; 0 2, 02, Ou, 0x, 
; . ratte ‘ und : 

OY, OY, On Oy 
Fi, 72, Je, et 


und zwar wollen wir dies Produkt in der Weise herstellen, dass wir 
die Zeilen der ersten Determinante mit den Spalten der zweiten ver- 
binden. Es wird dann das Element der Produktdeterminante, dem 
die Ordnungszahlen 7,j zukommen, ausgedriickt durch 

OY; 02, J 

02, 0x, ge 02,00; 


und dies ist gleich 
OY; 
0x, 


Hierdurch erscheint der Lehrsatz erwiesen. 


Tp me RAY ire 


~ 
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Ks mégen die y,,---,Y% als Funktionen der 2%. Ln be- 
stimmt sein und diese wiederum sich als Games) Funk- = 
tionen der y betrachten lassen. Dann haben die Jacobische — 


Determinante der y mit Bezug auf die 2 und die Jacobische 
Determinante der x mit Bezug auf die y reziproke Werthe. 


Betrachten wir nimlich die y als Funktionen der x und die x a 


als Funktionen der y und beachten mithin, dass die Determinante 
der y beztiglich der y gleich 1 ist, weil ja 


ae in 
se aS 


OY; OY; 


so ergiebt sich bei Anwendung des vorausgehenden Lehrsatzes 


O(4; »+-Yn) OC --: 7 
O(®, +... 8,) O(Y--- eo 
und hiermit die vorangestellte Behauptung. 


Dieser Lehrsatz entepricht augenscheinlich demjenigen tiber die 
Ableitung der inversen Funktionen. 


Wir kommen nun zu einem weiteren Lehrsatze, der mit dein 
iiber die Ableitung implicite gegebener Funktionen verglichen — 


werden mag. 


Es mégen die-Funktionen y von # implicite gegeben sein durch 


die n Gleichungen 
LY: Yan ee 


LOA Ys cise Wray ig ach Ce aD 


Die Jacobische Determinante der y mit Bezug auf die # 
ist dem absoluten Werthe nach gleich dem Quotienten der 


beiden Jacobischen Determinanten, einer, die den F rtick- 


sichtlich der w und einer, die den F rioketohelien der y zu- 
gehoért, im Besonderen 
0(F,... F,) 
0 (Yr -+ + Yn) = (ieee ++ &y) 
(it, ... a) af. F,) 


OY, Le Wy) = 


Und wirklich, nehmen wir an, dass innerhalb der F' an Stelle Re 
der y ihre Ausdricke in den x pesetzt werden, so werden jene Gleich- 


ungen identisch Null. 


4 


= 


‘h ghacn” A se * sl ti es 0 
ee ee ee eee ne eae 


sah 


s 


= 


ee 
ti et) 


hea 


haat 


BO OE OTR ie een ar ON fo fal See 


Te Le 
Gye wr 


en ae we 


~~ 


S GRY Oe pe me owe POE oe 


~ 


oly 


eee. 


FE CN ERR een 
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Man erhilt also die Beziehungen: 
“OF, OF,dy,  aF,ay OF, dy, 
Se See 
Diese zeigen aber, dass das Produkt 1 
O(Y1 - ++ Yn) mace 22) 
O(@, ---@,) Om... Yn) 


genau gleich kommt 
Seon) 
(1) O(#, --- &,) 
' Hin Lehrsatz, der den Funktionaldeterminanten eine besonders 
hohe Wichtigkeit verleiht, ist der folgende: 


Als nothwendige und hinreichende Bedingung dafir, 
dass zwischen m Funktionen von nm Verdnderlichen eine Be- 
ziehung besteht, ist es anzusehen, wenn ihre Jacobische De- 
terminante identisch verschwindet. 


Sind gegeben 
Yr = Pr (H+ + Ln) 


Yn = _Pu(%y -- + n) 
und verschwindet, wenn man (wm — 1) Verinderliche x eliminiert, auch 
die letzte noch, so erhilt man eine Beziehungsgleichung zwischen den y 


FY, ..- Yn) = 9 
Aus dieser Gleichung ergiebé sich: 
OF oy, OF oy, OF Oy, 
dy, 0%, + dy,02, + + By,3a,—° 
giltig fiir einen beliebigen Index 7. Hiernach sieht man, dass zwischen 
den Elementen ein und derselben Spalte innerhalb der Funktional- 
determinante stets dieselbe lineare homogene Gleichung besteht, mit- 
hin diese Determinante identisch verschwindet. 
Setzen wir nun umgekehrt voraus, es sei die Determinante 
gleich Null. 
Wir wollen dann aus den Gleichungen fiir die y die (n — 1) Ver- 
inderlichen x... 2%, eliminieren. So erscheint eine Gleichung: 


Y, = ¥ (Ly Yo» + - Yn) 
in der, wie wir werden zeigen kénnen, die Veriinderliche x, nicht 
yorkommt. Mit andern Worten, es wird die Ableitung von » mit 


Pascal, Determinanten. 15 
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Bezug auf a, verschwinden und damit wird dann der Lehrsatz er-— 4 : 


wiesen sein. 
Betrachten wir namlich 


Y1> Yo» Pie) Yn 


als Funktionen von 2, #,...% und lassen diese dann wiederum als — 


Funktionen der 2, ¥,...¥Yn gelten. Augenscheinlich ist ja #, eme 
Funktion von sich selbst, und was x#,a,...«, anlangt, so kénnen 


diese als Funktionen von 2%, ¥,.-.Y betrachtet werden, indem man ~ 


die letzten (n — 1) Gleichungen y, = 9, ..-, Yn = Yn nach %... Xn 
auflést. 


Wendet man dann den ersten der oben bewiesenen Lehrsatze an, 


so ergiebt sich: 
O(Y1 +++ Yn) es O (a +++ &q) 


BG tty) OG) OE Hho Gy)” 


Der erste Faktor auf der rechten Seite ist der Annahme zufolge 
Null, also wird auch der Ausdruck auf der linken Seite Null sein oder 


OVE SO EY: 
Ox, OY, OYn 
Ox, Oy, ay, |= 0 


Nun sind bei der Bildung dieser Determinante die Ys Yo. 3Yn alee 


Funktionen von 
Be Mette ae 


gedacht. y, als Funktion dieser Verinderlichen ist nichts anderes als — 
die oben aufgefundene Funktion ~ und die andern sind durch die — 


identischen Gleichungen y = Y,,..., Yn == Yn gegeben. 


Daher werden alle Elemente dieser Determinante unterhalb der — 


Hauptdiagonale Null und die Elemente der Hauptdiagonale beziehungs- 
weise 


etd A oe 


Ox,’ 
Die Entwicklung unserer Determinante ergiebt hiernach einfach 5¥ 


Hierdurch ist unsere Behauptung bewiesen. 
Wir kénnen von diesem Lehrsatze eine Anwendung machen bei 


Z 
Si £ Z 
ae ioe PST, Le eee ey ee mill 6 Lies 
oe See ee ES a ee . Xe : ’ 


Ly 


ot al 


Sa aa 


wa 


a ee ee . 


ee oe Tt a ee 
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der Untersuchung dariiber, wann eine Funktion von x,, 2, diese Ver- 


anderlichen stets in der Verbindung 


p = kya, + hyx, 
enthalt, dergestalt, dass man sie ohne Weiteres als Funktion dieses 
Binoms ansehen kann. Es muss, wie wir jetzt erfahren haben, damit 


die Funktion f eine Funktion von sei, die Jacobische Determinante 


der gegebenen Funktion und von p Null sein. Also erhalt man: 


ar af 
DG isl £8) 
hy hy 2 
Oder mit andern Worten, es muss die Funktion von der Beschaffenheit 
sein, dass - 
Eee BET 
202, 102, 
Ist k, = 1, k, =i=VY—1, dann ergiebt sich die Bedingung 
af. of 
Ga, * Ban, 


Und dies ist die Bedingung dafiir, dass f Funktion der kom- 
plexen Veranderlichen wz, + tx, sei. 


§ 59. Lehrsitze, die sich auf den Fall beziehen, wo die Funktionen 
sich in Faktoren spalten. 
Wir nehmen an, dass die gegebenen Funktionen y; sammtlich 
zurtickfiihrbar sind auf die Form 


te , 
ir (= 1, 2,...n) 
0 
Da dann die Gleichung besteht 
Ou; Ou, 
ay, “oda, “Fa, 
Ber aa 
so lasst sich die Funktionaldeterminante der y schreiben: 
Ou Ou Ou Ou 
4, Mga oe? 9a, “9a, 
cl n n 
Ou Ou Ou Ou 
1 Ur, Upset — ya Wot he 
pap ee TES 10x? Von. EO 
0 . . oy ose . . 
Cu, Ou, OU, du, | 
fe Con a. toe.’ “\ia, — eemn 


Alay 
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wenn wir eine erste Zeile mit den Elementen 

tig 0 Dee O 
und eine erste Spalte mit den Hlementen 

Yig (Mavic othe 


hinzufiigen und durch wu, dividieren. 
Zerlegen wir diese Determinante mit binomischen Hlementen in 
andere mit eingliedrigen und beachten, dass auf solche Weise alle die 
entstehenden Determinanten bis auf eine Null werden und dass diese 
einzige von Null verschiedene Determinante den Faktor w7 bei sich 


hat, so ergiebt sich schliesslich die Funktionaldeterminante der y in _ 


der Gestalt: 


Ou, OU, 

ay, oy, Mo? Ga. Sea 

H eMaahied uae OR Pipe 

(1) ‘ Roa aoe ars 1? Ox, 0x, 
OUn OUn HY 

Gata es, OU, Ou, 

Un ————— rye 0 a 

? 0% Ox 


Hiermit erscheinen diese neuen Determinanten eingefiihrt; sie 


sind auf eine von den Jacobischen abweichende Art gebildet, in- 4 


sofern sie nimlich eine Spalte enthalten, deren Elemente (» + 1) 
gegebene Funktionen sind. Die letztere Formel (1) stammt von 
Jacobi. 

Jacobi a.a.O. Siehe 8.164. Journ. f. Math. Bd. 12. (1834) S. 40. 

Mit diesem Gegenstande sind noch einige Untersuchungen von 
Casorati (a. a. O. Ist. Lomb. 1875) und andere noch neuere yon 
Torelli (a. a. O. Rend. Palermo 1893) verkntipft. 


Man pflegt durch K (uw) u,...%») die Determinante zu bezeichnen, — 


die auf der rechten Seite obiger Formel vorkommt; sie ist augen- 


scheinlich eine lineare Verbindung yon (» + 1) Jacobischen Determi- 


nanten. Jacobi und nach ihm Casorati haben der Formel (1) eine 
entsprechende fiir K an die Seite gestellt. Nehmen wir an, die 
Uy Uy +. . Um Seien alle von der Gestalt: 


oe | 


> 
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0 Uy OUy 
“o> Be, dan, 
1 ea A fe ras = 

CU, Ou, 
— at Ov Ov, Ov 
2) Ome het oa Rg 

1 

0v,, ov 00, 0 
dae bea heart i ae ae oe 
n nN 


und zerlegt man, wie gewoéhnlich, in Determinanten mit eingliedrigen 
Hlementen, oder einfacher, fiigt man zu den Elementen einer jeden 
Spalte die der ersten hinzu, nachdem man sie beziehungsweise mit 

Qheiy yee 1 dv 

0 0%,? VO,’ 0 Oa, 
multipliziert hat, so erhilt man schliesslich: 

1 

(2) LECT aan ees pei K (0% % » + Un) 


Hieraus wird ersichtlich, dass im Unterschied zur Jacobischen Deter- 
minante die Determinante K einer in gewissem Sinne viel einfacheren 
Gleichung Gentige leistet, insofern als abgesehen von dem Faktor 
(1:v"+") die beiden Seiten dieser Gleichung auf dieselbe Weise ge- 
bildet sind, die eine nimlich aus den u, die andere aus den v. 

Natiirlich wird man aus (1), (2) Formeln herleiten kénnen fiir 
den Fall, wo u,v nicht Divisoren der y,u sind, sondern Faktoren. 
Es wiirde zu dem Ende gentigen, uw in (1:2) und v in (1:v) zu 
verwandeln. 

Die Determinante K besitzt Higenschaften, welche ahnlich sind 
denen der Jacobischen Determinante. So gilt zum Beispiel der Lehr- 
satz (Casorati): 

Wenn K identisch verschwindet, so ist die Gleichung, 
die die (n+ 1) Funktionen u%, %4,...,% der m Verinderlichen 
I, Ly... % unter einander verbindet, eine homogene Gleichung 
und umgekehrt. 

Von Bedeutung ist hier die Bemerkung, dass diese Eigenthtimlich- 
keit des K stillschweigend schon in einer Arbeit von Clebsch (a. a. O. 
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Journ. f. Math. Bd. 69) benutzt ist. Man lese dieserhalb weiterhin 
den § 61 nach. 

Zum Beweise des Satzes setzen wir einmal zunichst voraus, dass 
die Beziehung unter den w homogen ist und es sei D(u)%,...Un) = 90 
vom Grade 9. Dann haben wir doch: 


OfOuU, Of ou, 

Bude, + + Fu, 3a 9 
(3) re : 
0D du, 00 du, 
Bude, |) Tou, Be 


und in Folge der Eulerschen Gleichung weiter noch: 


a® 0® 
(4) FT ig aida id ae pe % 


Die Determinante dieser Gleichungen ist mithin Null und eben diese 
Determinante ist es, die mit K benannt worden ist. 

Nehmen wir umgekehrt an, die Determinante K verschwinde. ~ 
Alsdann ergiebt sich, dass, wenn nicht alle Minoren m-ter Ordnung 
in K Null sind, die linke Seite der Gleichung (4) Null sein muss. 
Wir erhalten also eine Beziehungsgleichung zwischen den uw, und diese 
kann nur, wenn wir von einem Faktor absehen, die angenommene — 
Gleichung © — 0 sein, die als eine irreduzibele Gleichung zwischen 
den wu vorausgesetzt worden. Demgemiass wird der Ausdruck linker 
Hand in (4) ® als Faktor enthalten und nach Berechnung der Grad- 
zahlen folgt weiter, dass das Verhiltniss nur eine Konstante sein kann. ~ 
Hieraus erhellt, dass ® einer Gleichung Geniige leistet, wie sie beim 
Eulerschen Satze vorkommt, und mithin homogen ist. 

Ohne Schwierigkeit wiirde man den Nachweis dahin vervoll- 
stindigen, dass auch der Fall einbegriffen wiirde, wo alle Minoren 
n-ter Ordnung in K Null sind, und dies wiirde sich entsprechend fort- 3 
setzen lassen. * 

Diese Betrachtungen haben letzthin eine breite Ausdehnung ge- 
wonnen in einer Arbeit von Torelli (a. a.0.). Wir wollen ohne 
Weiteres einige der wichtigeren Lehrsitze anfiihren, die von diesem 
Verfasser gefunden worden sind. 

Wir setzen von den gegebenen Funktionen y,...¥,, anstatt sie 
simmtlich mit demselben gemeinsamen Faktor versehen zu denken 
(in dem von Jacobi besprochenen Fall war (1:1) dieser Faktor), 
lieber voraus, dass eine jede in zwei Faktoren, wie folgt, zerfallt: — 


Mo ie apt Ee 


/ 


con 


- es 7 or —-, on “ 
Pn ee ee ee ee ee ay 
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meee ; 
Yy = Oy 
Ya = Mg, ~ 
Yn = @yUn * 


"Dann Beebe sich, dass die Jacobische Determinante der y sich 
ler Determinante darstellt: 


0 fi; 5 0 te 
0a, Co, OU, OU 
0a, On, Om, Oa 
0a, 00, OU OU, 


Wiirde man die @ alle unter einander gleich annehmen, so wiirde 
man hieraus wiederum die Jacobische Formel gewinnen. (Siehe S. 228.) 
a Abnlich wiirden sich fiir den Fall, wo ein jedes der y in drei 
_ Faktoren zerfallt und so fort, andere Formeln auffinden lassen. 

- Um einen besonderen Fall noch anzufiihren, suchen wir die be- 
reffende Formel, wenn 


ak oP 
Y= Oy 
Yn —= aon, 
Es gentigt, nur zu setzen @, = a°1,---, @, =o und die Um- 


- wandlung der Determinante in Reeder Weise durchzufiihren. 
Man findet als Ergebniss: 


2 ch — Oath = — Qnty, 
; “os Ou Ou, Ou, 

Ox, Ox, ex, gett He, at 
Ou Ou, Ou, 


ee kann dhnliche Formeln fiir die Determinante K entwickeln. 
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Setzen wir: 


Ug == HV 


Un = OnVn 


Die Determinante K geht dann tiber in die folgende: 


ihe OG MUS 
0) Bin 
0 0) 
0 ct, 00, 
Oc, 0a, 
0x, ; 02, 


und dies giebt Veranlassung zu einer noch allgemeineren Formel, 


Ee. Penh 
0 —Vy 
% Un 
Ov, 0v,, 
Ox, Om 
0% Ov, 
02, 0x, 


die von Casorati ist, die wir oben angefihrt haben. 


Setzen wir 


Re tiee, Comes 
Cy = a, 


so ergiebt sich nach der Umwandlung auf der rechten Seite: 


=) On == aon 


OH — QoVq >>" — OnVn 

0 V% Un 

Oe Oe, 0v,, 

Ba, Da Fa, | ato tea 
Ga 0%, 0v,, 


§ 60. Umwandlung eines vielfachen Integrales. 


Kine weitere Ubereinstimmung zwischen den Ableitungen der 
Funktionen einer Veriinderlichen und den Funktionaldeterminanten 


kommt zu Tage bei der Umwandlung von Integralen. 


Um ein einfaches Integral mit Bezug auf die Veriinderliche y in 
ein anderes umzuwandeln, bei dem a die Rolle der Veranderlichen 
spielt, hat man bekanntlich die Funktion unter dem Integralzeichen 
mit der Ableitung der friiheren Veriinderlichen in Riicksicht auf die 


neue zu multiplizieren. 
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Hine ahnliche Anweisung besteht nun fiir vielfache Integrale, 
namlich: Hat man ein vielfaches Integral mit Bezug auf die 
Veranderlichen y, y,...Y, in ein anderes umzuwandeln mit 
den neuen Verinderlichen a,a,...a%,, die mit den y durch 
gegebene Gleichungen verbunden sihd, so ist hierzu erforder- 
lich, die Funktion unterhalb des Zeichens zu multiplizieren 
mit der Jacobischen Determinante der friiheren Veradnder- 
lichen in Riicksicht auf die neuen. 

Es sei gegeben das vielfache Integral 


Man setze: 
Yy = Py (4, - «+ En) 


Yn = Pn (Ly -- - Ln) 

In der zweiten dieser Gleichungen wollen wir an Stelle von 2, 
den aus der ersten Gleichung zu entnehmenden Werth einfiihren; 
dann wird y, allein durch y, 7... %, ausgedriickt erscheinen. Weiter 
wollen wir in der dritten Gleichung an Stelle von w, 2, die Werthe 
einfiihren, welche aus den beiden ersten Gleichungen sich ergeben; es 
wird damit y, durch y, y, %,...%, seinen Ausdruck finden. Indem 
wir so fortfahren, kénnen wir also stets die vorgelegten Gleichungen 
in der folgenden Form uns dargestellt denken: 


Yy = fy (@, Xe... Hn) 
Ys = fy (Y, Uy - - - Bn) 
Ys = fy (Yr Ya Ly - ~~ En) 


Yn = fn (Yr Yo - + + Yn—1 In) 
Es sei hierbei bemerkt, dass f, dieselbe Funktion ist, wie g,. 
Wir beginnen nun damit, in dem vorgelegten vielfachen Integrale 
die Integration beziiglich y, auszufiihren. Dann kénnen wir mittelst 
der letzten dieser Gleichungen die Veriinderliche x, einftihren und 
haben, um in 2, umzuwandeln, nur die Funktion unter dem Integral- 
zeichen mit 


Of, 


Ox 


zu multiplizieren. 
Weiter kénnen wir in entsprechender Weise mit Hilfe der vor- 
letzten der vorausgehenden Gleichungen die Verinderliche x,_, ein- 
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fiihren, wobei einfach mit (@f,—1: 0&n—1) za multiplizieren sein hee 


und so fahren wir dann fort. 
Nach der Umwandlung wird das Integral beziiglich der x schiioasliall 


Ch Ofs ot, a ele 
ff frtBe is AL, AX, Ain 


und hierbei ist nicht ausser Acht zu lassen, dass in # die geeigneten — 
Substitutionen geschehen, die dasselbe zu einer Funktion der # machen. — 


Die Grésse, mit welcher man demnach die Funktion unter dem 

Integralzeichen zu multiplizieren hat, ist 
of, Cf, fn 

Die Funktionen f sind nicht unmittelbar diejenigen, die vorgelegt 
wurden. Wir werden aus diesem Grunde suchen, den letzten Aus- 
druck dergestalt umzuwandeln, dass die unmittelbar gegebenen Funk- 
tionen g sichtbar werden. Wir wollen zeigen, dass das eben ver- 
zeichnete Produkt der Jacobischen Determinante der y gleich kommt, 


die man mit Riicksicht auf die 7 aus den gegebenen Funktionen m _ 


ableitet. 
Wir multiplizieren die Jacobische Determinante 
AE ed: 
Ox, Cx, 
CPy CH, 
de, Oe. 
mit der Determinante 
1 te 
__ fs ips. h Real) 
Ou, 
On Ofn 1 
Sgt teepe a 


deren Werth gleich 1 ist. 

Fithren wir die Produktbildung in der Art aus, dass wir die Spalten 
der ersteren Determinante mit den Zeilen der zweiten verbinden, so 
erhalten wir die Determinante, deren allgemeines Glied mit den Ord- 
nungszahlen 7,7 sich ausdriickt durch: 


Cg ee ap A Sc a Chi yd FF 
u OX, OY, Cha en Ox, OY; 4 Ox, 


e 


= 
4 


ip i 


ee ae roe 


ae Oa ee, 


re oe ee ee, ks 
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7? 
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Wenn wir uns nun die Bildungsweise der Gleichungen f ver- 
gegenwartigen, und wenn wir aus ihnen die Ableitung von y; mit 
Bezug auf x; herzuleiten unternehmen, also die, welche man aus den 
@ gewinnen wiirde, namlich 

0g; v 
Ox; 


so erhalten wir, von f; ausgehend 


a9, of, Of, dy dn Ou, 
Ca 00, ** Oy; Ox, sta ce Opa 08% ei 
at, . af, oa, af, O9)_4 
b n0a; Gy Sapret TONy,_, Ox, 
Mithin wird ersichtlich, dass 
Peter eed 
CS On, 


Hier hat man auf der rechten Seite die Ableitung von f; mit Bezug 


auf x; nur insofern gebildet sich vorzustellen, als x; explicite in f; ent- 


halten ist. Wenn daher i<j, dann ist diese Ableitung gleich Null. 


Man erhalt hiernach die Produktdeterminante in der Gestalt: 


rae Ig el OOPS 


On, 
Of, ots 
as G56 


O@, O%, O02, 0x, 
und dies ist gleich 
Of, Ofs Of, 


Hiermit ist unser Lehrsatz bewiesen. 

Besondere Untersuchungen iiber das Verschwinden von Funktionaldetermi- 
nanten findet man bei ; 

Hahn, Untersuchung der Kegelschnittnetze, deren Jacobische Form oder 
Hermitesche Form identisch verschwindet. M. A. Bd. 15 (1879) [111—121]. 

Pasch, Notiz iiber ternire Formen mit verschwindender Funktionaldeter- 
minante. M. A. Bd. 18 (1881) S. 93 f. : 

Pasch, Verschwindende Determinanten dritten Grades aus terndren linearen 
Formen. M. A. Bd. 44 (1894) [89—96]. 
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§ 61. Systeme von Jacobischen Determinanten aus (” -++ 1) Funk- 


tionen von ” Veranderlichen. Tangentenkoordinaten. Jacobische 


Determinanten von Jacobischen Determinanten. 
Lehrsatz von Clebsch. 


Nehmen wir an, dass die homogenen Koordinaten y, y, y, eines 
Punktes einer ebenen Kurve proportional drei homogenen ganzen 
Funktionen der zwei Parameter x,, xz, vorgelegt sind in folgenden 
Gleichungen: 

O41 = Py (%; %2) 

OY2 = P2 (X22) 

OYs = Ps (ay 2) 
weiter, dass man durch Elimination der beiden homogenen Verander- 
lichen «,, a erhilt: 

EY; Y2 Ys) = 9 


Hiermit ist die Gleichung der gegebenen Kurve in homogenen Ko-_ 
ordinaten dargestellt. Wenn wir in ihr an Stelle der y deren Werthe ~ 


g einsetzen, so erhalten wir eine Funktion von ,, 2, die identisch 
verschwindet. 

Daher kénnen wir die Ableitungen von F’ mit Bezug auf x, un 
%, gleich Null setzen, also schreiben: 


OF C9, OF 0g, |= 
OY, Ox, SF OY, OX, ay CY, Cue os 0 
oF 09, aie ae CQ, OF O%s _ 


OY, OX, OY, OX, OY, OX, 
Aus diesen beiden Gleichungen leiten wir her, dass die Gréssen 
em. ois gr 
04,’ OY,’ OYs 


proportional sind den Determinanten der Matrix 


OG, Of, O09, | 
OM Aad, Tle 


09, Ch, 9s 
On, O83 Oat, | 


und dies sind Jacobische Determinanten der drei Funktionen @, diese 
zu zwei und zwei genommen. Nun ist aus der analytischen Geometrie 
bekannt, dass die Koordinaten der Tangente an die Kurve den drei 


nn ane anes 


A ee 


SARA ORG Se ay 


? 
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Ableitungen von F' gerade proportional sind, mithin diirfen wir 
schliessen, dass die Koordinaten der Tangente nun auch den drei 
Jacobischen Determinanten proportional sein werden, die aus je zwei 
von den drei Funktionen g,, 92,9; gebildet sind, was sich in den 
Gleichungen ausspricht: 1 


OU, = J (P2 Hy) = VY (a, 22) 
OU, = JT (Ps Hy) = We (X, 22) 
Cus = J (HM, Pa) = Vs (H, Wp) 


Wir bezeichnen mit dem Symbol J die Jacobische Determinante. 

Die wu erscheinen hiermit durch #,, 7, ausgedriickt. 

Nach dem Gesetz der Dualitiit hat man, um von den w auf die 
y tberzugehen, auf die w dieselben Verfahrensweisen anzuwenden; es 
werden sich dann die y ihrerseits proportional den Jacobischen De- 
terminanten aus den w ergeben. 

Hier nimmt Clebsch seinen Ausgangspunkt, um folgenden noch 
alleemeimeren Lehrsatz beziiglich der Jacobischen Determinanten fest- 
zustellen: 

(Siehe den oben 8. 222 angefiihrten Aufsatz von Clebsch, Journ. f. Math. 
Bd. 69.) 

Es mégen (n+ 1) homogene Funktionen von  Verinder- 
lichen gegeben sein und man bilde aus ihnen, indem man 
je m verbindet, die (2 + 1) Jacobischen Determinanten; aus 
diesen bilde man aber wiederum (n+ 1) Jacobische Deter- 
minanten, indem man sie zu je m vereinigt; es miissen dann 
bis auf einen gemeinsamen Faktor diese letzteren Funk- 
tionen dieselben sein, wie die, von denen wir ausgegangen 
sind. 

Der Nachweis des Lehrsatzes geschieht auf folgende Weise. 

Es seien f, fy... fnti die gegebenen (n+ 1) homogenen Funk- 
tionen, p, M2--- Pn+1 ihre Jacobischen Determinanten und y, %,...%n+1 
die Jacobischen Determinanten der 9. 

Wir stellen die Determinante auf 


CPs < OP, 

Been pai oe, gta 6% 
Pn+1 Pri 

Oa, #aaiye Oa. On+1 Bn44 
OPO)  Doufe Sif 


938 Theil II: § 61. Jacobische Determinanten von Jacobischen Determ. 


Entwickelt nach den Produkten der Minoren, die in den beiden letzten 4 
Spalten enthalten sind, und der ihnen zugehérigen algebraischen Kom- a 


plemente, ergiebt diese Determinante den Ausdruck: 
abifi anh ate auf; bids = abit (fits — fei) 


Zieht man indessen von der letzten Zeile die vorausgehenden ab, 
beziehungsweise multipliziert mit 


fi fa +++ fat, 


so werden die beiden letzten Elemente der letzten Zeile Null und die a 


andern Elemente nehmen die Gestalt an: 


0g; 3 
mats (p12 


f 
=i fi ED Pigs 


Von diesen beiden Summenausdriicken ist der zweite Null, denn, 


dies ist aber gleich 


erinnern wir uns, dass jedes g; eben die Funktionaldeterminante ftir~ 


nm Funktionen unter den f vorstellt, so ist diese Summe nichts andres, 
als die Entwicklung einer Determinante, deren Hlementenschema aus 
der Matrix der n(n +1) Ableitungen der f hervorgeht, wenn man 
diese mittelst einer Zeile vervollstandigt, deren Elemente die Ab- 


leitungen der f riicksichtlich a; darstellen; gedachte Summe stellt — 


mithin gerade die Entwicklung einer Determinante mit zwei identischen 
Zeilen dar. 
Auch die erste Summe verschwindet, weil 


DSfiPi 


genau der Entwicklung der Determinante K(f, ...fn+1) (Siehe § 59) 


gleichkommt, die doch bekanntlich (Siehe S. 229) verschwindet, sobald E 
die f homogen sind, wie wir es hier gerade annehmen. Es wird da- | 


her auch die Ableitung dieser Summe mit Bezug auf x; Null sein. 
Wir erfahren hieraus, dass R nach jener Umwandlung alle Stellen 
der letzten Zeile mit Nullwerthen besetzt enthalten wird und kénnen 
daher schliessen, dass R unabhingig von den a und den b yerschwindet. 

In der Entwicklung von R miissen also verschwinden alle Ko- 
effizienten der verschiedenen Verbindungen von a und b; das heisst, 
wir kénnen aussprechen, dass man fiir eine beliebige Kombination 
i,k stets erhilt: 


five ee fei ==) () 


Pa ee ee ee ey ee ee us 


ae 


ray MOAT 


ee 


Pe, a ee a 
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Daraus folgt: 
- ten 2; 


oder es fallen die f, abgesehen von einem gemeinsamen Faktor, mit 


den w zusammen. 


Clebsch bemerkt in seinem oben angefiihrten Aufsatz auf S. 356, von 
grosser Wichtigkeit sei eine Untersuchung tiber den Faktor, durch den sich die 
f von den y unterscheiden und er fiihrt diese Untersuchung auch fiir die Falle 
n+i1= 3 und n+ 1=4 durch. 

Derselbe Schriftsteller beschaftigt sich dann mit der nimlichen Nach- 
forschung noch unter dem Titel: Note zu dem Aufsatze ,,Uber eine Eigenschaft 
von Funktionaldeterminanten“t im Journ. f. Math. Bd. 70 (1869) [175—181]. 

Eine ahnliche Untersuchung fiihrt Rosanes in seiner Abhandlung: Uber 
Funktionen, welche ein den Funktionaldeterminanten analoges Verhalten zeigen. 
Journ.-f, Math. Bd. 75 (1873) [166—171]. Hier handelt es sich um Determinanten, 
die aus den zweiten Ableitungen von drei gegebenen Funktionen zweier Ver- 
Anderlichen gebildet sind. 


§ 62. Systeme Jacobischer Determinanten von ” Funktionen 
(n +1) Veranderlicher. 


Wiahrend wir im vorangehenden Paragraphen einen bemerkens- 
werthen Lehrsatz iiber Systeme Jacobischer Determinanten von (nm + 1) 
Funktionen » Verdnderlicher mitgetheilt haben, wollen wir hier im 
Gegentheil gewisse Systeme von m Funktionen (nm + 1) Veranderlicher 
betrachten. 

Es seien vorgelegt die » Funktionen 


Yi Yo » dea cia: Yn 
der (n + 1) Veriinderlichen 
ly Ded 


Lassen wir jedesmal eine Verinderliche bei Seite, so kénnen wir 
(n+ 1) Jacobische Determinanten darstellen; es sind die in der 
folgenden rechteckigen Matrix enthaltenen. 


feu Cyr. Cyy _ Oy, I 


OX, Os OX, O8,44 
Coe Os) 1, Oa Os. 
gx, Ox, OL, O%_4y 


OUn OYn 0Yn _9Yn 
Oa, Oa, ee! OL, Cty ty 
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Nennen wir nun der Reihe nach 


Vy Wg +++ Uni 


die (x + 1) Determinanten, die aus dieser Matrix hervorgehen, wenn — 


man einfach die 1-te, 2-te, ... (m+ 1)-te Spalte unterdriickt, so be- 


steht dann die Formel: 


0 
Ragin ra Ve Sp ak Gam Le cle Unt = 0 


Diese Formel findet sich bei 

Jacobi, Theoria novi multiplicatoris systemati aequationum differentialium 
vulgarium applicandi. Journ. f. Math. Bd. 27 (1844) [199—268], 

man kann yon ihr auch nachlesen 


8. 208 f. 
Hs folgt hier der Beweis, den wir fiir diese Formel geben wollen. 
Wie sich leicht zeigen lasst, werden die Glieder, die man ge- 
winnt, wenn man die angedeuteten Ableitungen mit abwechselnden 
Vorzeichen summiert, zu zwei und zwei sich zu Null aufheben. 
Wirklich wird das Glied, das zum Beispiel 
OF yi 
OX, ON, 


enthalt, zwei Mal vorhanden sein, einmal wenn von 7, die Ableitung 


nach x, und einmal, wenn von y, die Ableitung nach x, gebildet wird. — 


Die Koeffizienten dieser beiden Glieder sind beziehungsweise: 


OY, OYs” 
OX, Oy, 44 
OYn, OYn 
On, O@, 44 
und 
OYe gph lUs 
0 ig On 44 
= : 
OY, 3 OYn 
Ox, CX, 4 4 


ihre Summe gleich Null. Auf ihnlichem Wege lisst sich erkennen, 
dass die Koeffizienten der verschiedenen zweiten Ableitungen smn 


lich Null sind und damit ist die oben angegebene Formel bewiesen. 


vi; M ry a 
pe SE ye Me PN 


Neumann, C., Zur Theorie der Funktionaldeterminanten. M. A. Bd. 1 (1869) -. 
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§ 63. Die Jacobische Determinante dreier Kurven. 


Die Beschaftigung mit der Funktionaldeterminante gewinnt eine 
besondere Wichtigkeit in der Lehre von den algebraischen Kurven. 
Wir kénnen hier natiirlich bei diesem Gegenstande nicht lange ver- 
weilen, sondern werden uns darauf beschrinken, nur die hauptsich- 
lichen Higenschaften zu erwahnen. 

Hs seien gegeben drei algebraische Kurven durch ihre Gleichungen 
in den homogenen Koordinaten 2,, %, 3: 


yp =0, y=0, %=0 


Wir wollen die Jacobische Determinante dieser drei Funktionen 
bilden und sie gleich Null setzen; wir werden damit die Gleichung 
einer Kurve erhalten und diese heisst die Jacobische Kurve fir 
das System der drei Kurven. 

Sie besitzt in Hinsicht auf die drei Kurven viele einzigartige 
Higenschaften. Zunichst ist sie offenbar, wenn m,m’,m’” die Ord- 
nungszahlen der drei gegebenen Kurven darstellen, selbst eine Kurve 
von der Ordnung 


m + mn’ + m” — 3 


Uberdies geht sie durch alle gemeinschaftlichen Punkte 
der drei Kurven hindurch. Denn multiplizieren wir die zwei 


ersten Spalten der Determinante 


LPG OM, GP 
OLjs- Cbg» O2, 
ay oy ov 
OL eet, On, 
Oy Oxy Ox 
OU, OU,. Of, 


mit z, und z, und fiigen sie zur dritten hinzu, nachdem diese mit 2, 
multipliziert wurde, so ergiebt sich in Folge der homogenen Beschaffen- 
heit der Funktionen , w, x: 


| 0pm dg 

Dee eia | 
Op dp hi 
mine 
OM 9O4 ” 
Om, day," % 


Pascal, Determinanten. 16 
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Betrachtet man nun einen den drei Kurven gemeinschaftlichen 
Punkt, so werden fiir diesen die Elemente der letzten Spalte Null, 
mithin verschwindet auch die Determinante. ; s 
Man kann die Jacobische Kurve leicht als einen geometrischen 
Ort bestimmen. 
Ziehen wir die Polaren eines Punktes (y, Y> Ys) mit Bezug auf 7 
die drei Kurven. Es ergiebt sich dafiir: 


é 
a tan tas Fy, 38 =O 


OX +52 X, +x no 


pt X, + 223,44x,-0 


ait 


Bi hy Ane 
ee eee 


Nehmen wir an, diese drei Geraden gingen durch einen und den- 
selben Punkt, das heisst also, diese drei Gleichungen wiirden von dem- 
selben System der Werthe fiir die X befriedigt werden. Dann muss 
die Determinante des Systems Null sein und es ergiebt sich daher, 
dass der Punkt (y) der Gleichung der Jacobischen Kurve Geniige 
leisten muss. Wir kénnen also schliessen: 


Die Jacobische Kurve des Systemes dreier Kurven ist 
der Ort solcher Punkte, deren Polargeraden mit Bezug auf 
die drei Kurven ‘sich in ein und demselben Punkte treffen. — 


Tae eee 


Stellen wir uns vor, die drei Kurven wiren von derselben Ord- 
nung. Dann kann man mit ihnen ein sogenanntes Netz bilden 


Ap + uy + vy = 0. 
Man hat, wenn man 4, u,v sich andern lasst, hierin eine doppelt un- 
endliche Schaar von Kurven. 

Die Jacobische Kurve des Systems dreier Kurven wird man dann — 
nennen kénnen Jacobische Kurve des Netzes. Betrachtet man 
sie von diesem Gesichtspunkte aus, so kann man fiir sie zwei recht 
beachtenswerthe geometrische Begriffsbestimmungen geben. 

Damit eine beliebige Kurve des Netzes einen Doppelpunkt habe, 
ist nothig, dass die drei ee erfiillt werden: 


ae tus See t= 90 = =1,2,3) } 


Wenn die hordineted eines Punelel : diesen drei Bedingungen as 
gentigen, so gentigen sie auch der weiteren Bedingung, die dargestellt 
wird, indem man die Determinante der Koeffizienten von A u, v ei 


ote St cee et ee 


SS Seg ery 
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Null setzt. Nun bildet diese Determinante gerade die linke Seite 
in der Gleichung der Jacobischen Kurve. Also gilt der Satz: 


Die Jacobische Kurve eines Netzes ist der Ort der 


Doppelpunkte der Kurven des Netzes. 


Die an eine Kurve g, gezogene Tangente wird ausgedriickt durch 
Cg 0g Og = 
Get X, + 52 X + SB x, = 0 
die Tangente zur Kurve 7, durch 
ow ow OV ee 
9a, Sven On, “Danese. 
und hierbei werden die X als die laufenden Koordinaten angesehen, 
(«) als Beriihrungspunkt. Wenn die beiden Kurven gemeinschaftliche 
Tangenten haben sollen, so muss, abgesehen von einem Faktor, die 
linke Seite der zweiten Gleichung denselben Betrag haben, wie die 
der ersten, oder also, es miissen die Ableitungen von y, proportional 


sein denen von g, und zwar fiir den Beriihrungspunkt (2). 
Mit anderen Worten, es miissen alle Determinanten der Matrix 


| 09, OG | 


OL, Of, Oa 


E ee 
Dt; Dily Oaty | 


verschwinden. 


Sind 9, =O w, =O die Gleichungen von zwei Kurven des. 
Netzes, sind sie also von der Form 
=A 9 +m +14 
WY, = AQ t+ Med + VY 
dann hat das Verschwinden aller Determinanten der angefiihrten 
Matrix das Verschwinden der Determinante, die die Jacobische Kurve- 


darstellt, zur weiteren Folge. 
Denn wenn wir in 


op op og | 
Gi, | OX, Oks 
Op dy oy 
LE ea tar I 
On On 0% 
CtunOk, OX, 


zur dritten Zeile, nachdem sie mit v, multipliziert wurde, die zweite 


und erste hinzufiigen, beziehungsweise mit wu, und A, multipliziert, so 
16* 
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erhalten wir auf der dritten Zeile genau die Ableitungen von q. — = 


Weiterhin wollen wir zur zweiten Zeile, nachdem wir sie mit 
Vy 
Ugg 
multipliziert haben, die erste hinzufiigen, mit dem Faktor 


Vy 
aes Vy hy 


versehen und die dritte, nach Vornahme der oben besprochenen Ande- 


rung, multipliziert mit é 
ea 


Ve 


So werden in der zweiten Zeile dann genau die Ableitungen von g, ~ 


erscheinen. Also wird sich J in eine andere Determinante verwandeln, — 


bei der zwei Zeilen mit der vorangehenden Matrix tibereinkommen, 
Ist diese Matrix Null, so wird auch die Determinante Null sein. Also 
diirfen wir aussprechen: 


Die Jacobische Kurve des Netzes lasst sich als der Ort 


der Punkte ansehen, in denen zwei Kurven des Netzes sich 


bertihren. 


§ 64. Hessesche.Determinanten. Wendepunkte der Kurven. 
Kriimmung der Oberflachen. 


Wir wollen zu einer Funktion von » Veranderlichen ihre » ersten 
Ableitungen bilden. Wird aus diesen » Ableitungen die Funktional- 
determinante dargestellt, so ergiebt sich eine symmetrische De- 
terminante, zusammengesetzt aus den Ableitungen zweiter Ordnung 
der gegebenen Funktion, und diese heisst Hessesche Determinante 


der vorgelegten Funktion, weil Hesse zuerst ihre Higenschaften a 


untersucht hat. 


Hesse, Uber die Elimination der Variabeln aus drei algebraischen Glei- 
chungen vom zweiten Grade mit zwei Variabeln. Journ. f. Math. Bd. 28 (1844) 


[68—96], wieder abgedruckt in Hesse, Ges. Werke, Miinchen 1897 [89—122]. | 


Sylvester, Sketch of a memoir on elimination, transformation and cano- 
nical forms. Cambr. Dubl. math. Journ. vol. 6 (1851) [186—200]. 

Hesse, Uber die Bedingung, unter welcher eine homogene ganze Funktion 
von » unabhingigen Variabeln durch lineaire Substitutionen von nm andern un- 
abhiingigen Variabeln auf eine homogene Funktion sich zuriickfiihren lisst, die 
eine Variable weniger enthilt. Journ. f. Math. Bd. 42 (1851) [117—124], wieder 
abgedruckt in Hesse, Ges. Werke, Mtinchen 1897 [289—296]. 


Hesse, Zur Theorie der ganzen homogenen Funktionen. Journ. f. Math.” 


Bd. 56 (1859) [263—269], wieder abgedruckt in Hesse, Ges. Werke, Mtinchen 
1897 [481—488]. 
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Die Beschiiftigung mit der Hesseschen Determinante gewinnt im 
Besonderen in der Lehre von den Kurven und Oberfliichen ihre Be- 
deutung. 

Sei gegeben eine ebene Kurve von der Ordnung m und zwar 
durch die Gleichung in homogenen Koordinaten 


LG ahs) ==,0 - 
Die Hessesche Determinante wird augenscheinlich vom Grade 
3 (m — 2): 
setzen wir sie gleich Null, so erhalten wir die Gleichung einer Kurve 
der Ordnung 3(m— 2). In welchen Punkten trifft diese Kurve unsere 
gegebene Kurve? 


Wir wollen einmal zunichst die Gleichung der Kurve nicht in 
homogenen, sondern in rechtwinkligen Koordinaten uns vorstellen, also 


f(@y) = 0 
Bekanntlich wird der Kriimmungshalbmesser in einem Punkt der 
Kurve gegeben durch die Gleichung 


poetee 
yy, 
wo wir unter y’,y” die erste und zweite Ableitung von y mit Bezug 
auf z verstehen. Wollen wir diesen Halbmesser R mittelst der Ab- 
leitungen von f beziiglich x und y ausdrticken, so haben wir uns der 
Gleichungen zu bedienen: 


oo oy + ray + oy = 0, 


woraus hervorgeht: 


aun — [5+ GT Te 


y= — i lS (74) — 2oF rs se +S te, on ac a 


(55) 


Daher wird: , 
2 952 
7 y+ Gy 
peated haa 2, 2 o 
5h (Gh) —2ae-oy an By + ay a) 
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Koordinaten umwandeln. 


Wir bemerken, dass der Nenner des Ausdruckes fiir R sich auf a 


folgende Weise in Gestalt einer Determinante schreiben lasst: 
o*f Cl ret 
ox* Ox dy dx 


apie or salape 
Ox Oy Oy? oy 


of of 
pba eae Ve 
Setzt man indessen: 
plea pom a 2 
ears Xs om NX 


so ergiebt sich 
EG, Xe By) = 0" (ZY) 
Fiir 7; = 1 werden a, y iibereinstimmen mit x,, 7, und die Ab- 


leitungen von F' nach w,,2%, werden genau die entsprechenden Ab- — 


leitungen von f mit Bezug auf x, y. 
Wir kénnen leicht nachweisen, dass die Hessesche Determinante 


Or or oF : 
Ox" OL, (OX moO Lorre ag 
Wo Peet or oF ‘Se 
Oat, Oity «.c08,") seme es 
or oF or 
OX, O%s; OX, OX, oa,* 


abgesehen von einem Faktor der oben niedergeschriebenen Determi- 
nante genau gleich kommt, wenn von homogenen Koordinaten der 


: 
‘z 
a 
: 
: 
4 


1 


¥ 


Ubergang zu Cartesischen gemacht, wenn also 2, = 1 gesetzt wird. 


Denn nach der Hulerschen Formel ergiebt sich ja: 


oF OF or 
0 et ee . 
oF or err oF 
(mm — 1) a "1 5,3 + % OX, O2, Tr 2s OX, OX, 


und so fort. 
Multiplizieren wir also die Elemente der ersten Spalte mit a, 


s 
¥ 
' 


: 


die der zweiten und dritten mit 7, und a, verbinden die entsprechenden _ 


Ergebnisse additiv und besetzen damit die Stellen der letzten Spalte, 


so verwandelt sich die vorausgehende Determinante in diese: 
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or Or or 
GHZ 208, 0k, Of, 
Wee = 1 or or oF 
es Om, OX, 0,7 Oa, 
eF @F oF 
CLO Lath Oke Oh, ine ke 


und wenden wir nun dieselben Formeln an und addieren zur dritten 
Zeile, die wir mit «#, multipliziert haben, die erste und die zweite 
beziehungsweise multipliziert mit x, und x,, so ergiebt sich: 


or or oF 
Cope R OL Oks mmr 
(m — 1)? or Cr oF 


as a,” OX, Ox; 0x, Ox, 
oF OF 
Sah Gayl oe 


Wie man sieht, wiirde bei Annahme von 2,1 die Funktion F 


tibergehen in f und die Ableitungen beziiglich x,,%, tibergehen in 
die auf x, y sich beziehenden, also wiirde H abgesehen von dem Faktor 


1 
(m — 1)? 


gerade mit der oben (Siehe 8. 246) niedergeschriebenen Determinante 


tibereinkommen. 
Wir kénnen demnach in homogenen Koordinaten schreiben: 


_y GD eT 


Hieraus wird ersichtlich, dass an den Punkten der Kurve, wo 
H =O, also an den Punkten, die Schnittpunkte der Kurve H = 0 
und der Kurve / = 0 sind, von der wir ausgingen, der Kriimmungs- 
halbmesser unendlich wird. Das heisst aber, diese Punkte sind Wende- 


R= (m 


_ punkte fiir die vorgelegte Kurve. 


Wir erhalten also den Satz: 

Die Hessesche Kurve schneidet die urspriingliche Kurve © 
in den Wendepunkten der letzteren, mithin giebt es im 
Allgemeinen 3(m— 2)m iandepuntte, 
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am 
wenn man bedenkt, dass die beiden Kurven /' = 0, H = 6) beziehungs- Ss 


weise die Ordnungen m, 3(m— 2) haben, sich daher in 
3m (m — 2) 


Punkten schneiden. re 3 


Wir kommen nun zu den Oberflaichen. 


Es sei eine Oberfliche durch die Gleichung f(ayz) = 0 gegeben. a 
In diesem Fall wird die Kriimmung durch die Formel ausgedrtickt: 


rt — s? 
Sn fp a): 


wobei p, g die ersten Ableitungen von z sind nach w und y, und 
r, s,¢ beziehungsweise die zweiten Ableitungen, also: 


PLS ae 

Pn a eet 
ae) ie er ee 
— 0x7 ox? ~a.Co wou Ox Oy Oy Ox 


Wir werden nun hier die Ableitungen von f einfiihren, die wir 


vom G als Vas (14 keds digs «>= bezelchnens ~Da 


coop aah a", 
y em i Re ra 


ist, so findet sich: 


f 26s 
ep op LE Oe 
a ie rs Ox Oy 1 Cf, - 
i ee ——— = — pele poate 
(r 8?) re ba nl 73 he ox by 
cx oy fp, ots fs 
3 02 Oy 
Nun ist: e 
a =f + hsP 
ch =fisths@ 
‘A = far + fos P 
und hiernach kann obige Dever aaa ae werden: 
0 0 0 hs 0 As fae 
ee fh futhsp fia tfs9 hs i 1| i. fe Fares 4. 
TEENS Oey Pe tefeo®: fesse fas Gia lecolega fox fs fos 
lfs fer t+ fesP foe + fs 9 hos fs fer fas fs 


F : ‘ ff A 
ve : * * , é _* . 
r (F “+4 ie. ait le ae z Crete: i 
pear) = Di ad pith 7: a PVT. 2 is ye fj 
Tie, ae wr. any riers = roy A ee oe, ee a , , PAE ed P 


Pete ae eee eae 


Phe! sree. ee 


7 


a 


| 
| 
| 
| 
: 


4 
4 
j 
= 
; 
¥ 
4 
t 
|= 

’ 
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§ 65. Hessesche Determ. bei nicht homogenen Verinderlichen. QAO 


Durch eine Uberlegung, die der vorher angewendeten genau ent- 


“spricht, zeigt man, dass diese Determinante, von einem Faktor ab- 


gesehen, sich als die Hessesche Determinante von / darstellt, wenn 
man darin homogene Verinderliche einfiihrt. 
Setzen wir nimlich 


und 
F(a, & Us @,) = xt f (wy 2) 
so ergiebt sich dann 


eee ae 05° 
Cae (m — 1)? (FF? -— FA? + FA? H, 


wenn wir mit H die Hessesche Determinante von F' bezeichnen. 
Diese Formel entspricht durchaus derjenigen, die man fiir Kurven 


‘erhalt. Die Oberflache H —O heisst die Hessesche Flache und ist 


von der Ordnung 
4 (m — 2). 


Die Punkte der verschwindenden Kriimmung von F =O sind 
auf der Hesseschen Fliche gelegen, man nennt sie die parabolischen 
Punkte der Oberfliche. 


§ 65. Weitere Untersuchungen tiber die Hesseschen Determinanten. 


Wir kommen jetzt dazu, im Allgemeinen die Hessesche Determi- 
nante auszurechnen fiir den Fall, dass man von homogenen Ver- 
anderlichen zu nicht homogenen iibergeht. 


Es sei F'(a,...%,) eine homogene Funktion yom Grade m in 
den » Veranderlichen v,...z, und indem man setzt: 
a en 
z. 2G, gy cine) 389 ida ——- eee, 
n n 


sei 


Garena ==, | CX <. Xy—1) 


also sei f im Grunde dieselbe Funktion, wie die vorgelegte, nur in 
nicht homogenen Verinderlichen geschrieben. 

Wir bilden die Hessesche Determinante von F' beziiglich der m 
Verdanderlichen 


, 
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Beek, 
Pisa 


Fiigen wir zur letzten Spalte, nachdem wir sie mit x, multipli- 


ziert haben, die vorausgehenden hinzu, diese beziehungsweise mit > 
#,...%n,—1 multipliziert, und nehmen dabei Bedacht auf die Hulerschen 


Gleichungen, so erhalten wir, abgesehen von einem Faktor, 


fe eee gk eS F, 


Patt ree See a fio 
En, i ate o spPcoh Sie 
Verfahren wir nun auf ahnliche Weise mit den Zeilen, multipli- 


zieren also die erste, zweite,... Zeile beziehungsweise mit 2, %,..., 
addieren sie dann alle zur n-ten Zeile, nachdem diese letztere vorerst 


mit a, multipliziert worden, und nehmen wiederum auf die Eulerschen — 


Gleichungen Riicksicht, so ergiebt sich, abgesehen von einem Faktor, 
Bs ore ela, Wied F, 


Petes ce ES es Ye: 
™ 
Pg. oes 


m—t1 


Wie man sieht, ist also jede Spur, die an die Ableitung nach. 


%, erinnern kénnte, verschwunden. Setzen wir nun 2, = 1,-so ver- 
-wandeln sich die Ableitungen von Fin die entsprechenden Ableitungen 
von f beztiglich der nicht homogenen Veridnderlichen und es erscheint 
die Determinante: 


fae ive ieena OF, 
| ashe ioe gee | ea 
Gy, le ae 


Hiernach wird diese Determinante bis auf einen Zahlenfaktor mit der 


Hesseschen Determinante der vorgelegten Funktion iibereinstimmen. 


Wir wollen nun in zweiter Linie priifen, welche Form die 
Hessesche Determinante einer homogenen Funktion in n Verander- 


¥ 


~ ne Te ae dotlrn DE Pg Nel. 
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lichen annimmt, wenn diese Verinderlichen einer linearen Transfor- 
mation unterworfen werden. 

Wir werden finden, dass abgesehen von einem Faktor, der von 
den Koeffizienten der Af caetorcaticn abhangig ist, die Hossonche De- 
terminante unverindert erhalten bleibt; es kommt dies damit iiberein 

_ gu sagen: die Hessesche Determinante ist eine zur vorgelegten Funk- 
tion kovariante Bildung. 

Man verwandle die x; durch die Substitutionen 


By — 2 is) (i,j = 1,2,...n) 
und setze die Determinante 
| ai;|=A 
Dann behaupten wir: Werden die Bezeichnungen 
H(a), Hy) 


gewahlt beziehungsweise fiir die Hesseschen Determinanten 
der Funktion F(x) in w und der aus ihr durch Umwandlung 
entstandenen Funktion in y, so ergiebt sich einfach 


: H(y) = H(a).A° 


Setzen wir fest, es werde F(x) in den y ausgedriickt zu ®(y). 
Man hat nun 


Lynas ems oo 


ee ae 


or a6 be, 026 
Oy, Oy, a! Oy; Ox, OY; onl OY; OR, 


On 


und daraus ersieht man nach Anwendung der Regel fiir die Multi- 

: plikation der Determinanten, dass die Hessesche Determinante von ® 
gleich ist dem Produkte der aus den Elementen aj, gebildeten De- 
terminante und einer Determinante aus den Elementen 


0? ® 
Oy; 0%, 
; Nennt man diese Determinante 2, so ergiebt sich also 


Hy) =2.4. 


Nun hat man wiederum die Formel: 
aro 2. Gx, arr 


ee oe SS ee SS, Api 
OY, OX, med OX, Ox, OY; mel OX, Oto 


—S al Ae Ovre™ Ore 


95? Theil II: § 65. Verschwinden der Hesseschen Determinante. ~ 


und mithin ist die Determinante 2 gleich der Hesseschen Determi- 


nante von F’ multipliziert mit A. Daraus folgt schliesslich 
H(y) = H(z) * 
wie wir es nachweisen wollten. 


Wenn nach der Umwandlung der « in die y die Funktion ® 
eines der y, zum Beispiel y, nicht enthalten soll, so ist ihre Ab- 


leitung mit Bezug auf y, gleich Null zu setzen, dann werden also 


alle Elemente einer Zeile von H(y) Null, mithin H(y) und in Folge 
davon auch H(x) gleich Null sein. 

Man sieht hieraus, ist die gegebene Funktion von der Be- 
schaffenheit, dass die Zahl ihrer Veranderlichen um eine 
Einheit verringert wird, wenn sie jene lineare Transforma- 
tion erleidet, dann ist ihre Hessesche Determinante Null. 

Man stand eine Zeit lang in dem Glauben, es sei auch der um- 
gekehrte Lehrsatz allgemein wahr, mit andern Worten, es bilde das 


Verschwinden der Hesseschen Determinante die nothwendige und hin- 


reichende Bedingung dafiir, dass die gegebene homogene Funktion von 
nm Veranderlichen sich in eine andere von (wm —1) Veranderlichen 
umwandeln lasse. 

In den beiden zu Anfang des § 64 angefiihrten Aufsitzen (Journ. 


f. Math, Bd. 42 u. Bd. 56) hatte Hesse geglaubt, diesen Lehrsatz be- — 


wiesen zu haben. 

Es ist jedoch im Gegensatz hierzu festgestellt worden, dass der 
Lehrsatz nicht bestehen bleibt fiir homogene Funktionen 
von mehr als vier Verinderlichen. MHieriiber kann man eine 
Arbeit von Gordan und Noether einsehen. ; 

Gordan und Noether, Uber die algebraischen Formen, deren Hessesche 
Determinante identisch verschwindet. M. A. Bd. 10 (1876) [547—568]. 

Andere Aufsitze tiber denselben Gegenstand finden sich noch yon: 

Pasch, Zur Theorie der Hesseschen Determinante. Journ. f. Math. Bd. 80 
(1875) [169—176]. 

Gordan, Uber einen Satz von Hesse. Phys. Med. Soc. Erl. Ber. 8. Heft 
(1876) [89—94]. | 

Noether, Uber die algebraischen Formen mit identisch verschwindender 
Hessescher Determinante. Phys. Med. Soc. Erl. Ber. 8. Heft (1876) [51—56]. 

Die Méglichkeit der Umwandlung in eine homogene Funktion, 
bei der die Anzahl der Veranderlichen geringer ist, hingt mit dem 
Bestehen einer linearen Beziehung zusammen zwischen den ersten 
Ableitungen der Funktion und zwar mit konstanten Koeffizienten. 


Denn wirklich, besteht die identische Gleichung: — 


éf, ok, +--++ oF, =0 
worin die ¢ Konstanten sind und die F; die ersten Ableitungen der 


eh SORA rAd bee ah A al iil oa 


ere. 


Mire 2 OA Aue 


he 


ot 


lt. 
“ 
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Funktion #' darstellen, dann wird, wenn man die folgende lineare 
Transformation ausfiihrt: 


=) FG Yn 
Te—=Yo +l, Yn 


Lyn—1 = Yn—1 + €n—1Yn 
Ly = CnYn 
die Ableitung von ® (der umgewandelten Funktion) mit Bezug auf 
Yn lauten: 


@0 6 OF oz, OF bx, 
Peet a ty tO 0 


also, es wird ® die Veriinderliche y, nicht mehr enthalten. Umge- 
kehrt, wenn nach der Transformation 


XL, = 2 1 2Yi 
z 


Ln = > Gn ii 
i 


die Funktion ® die Veranderliche y, nicht mehr enthalt, dann wird 
ihre Ableitung beziiglich y, verschwinden, also wird sein 
Fy a Fa tin to + Gg ax = 0 
oder 
Onl, +--+: + Anntn = 0 

Wenn also der Hessesche Lehrsatz zu Recht bestiinde, so wiirde 
auch dieser Satz giltig sein, dass die Beziehung, die sicherlich zwischen 
den ersten Ableitungen vorhanden sein muss, im Fall die Hessesche 
Determinante gleich Null ist (da ja die Hessesche Determinante nichts 
andres ist als die Jacobische fiir die 1 abgeleiteten Funktionen), auch 
stets als eine lineare homogene Gleichung bestehen miisste. Nun 
erweist sich dies als falsch fiir > 4. Der Lehrsatz von Hesse ist 
aber im Gegentheil richtig fiir »<4. (Siehe die oben angefiihrten 
Aufsiitze von Pasch, Gordan, Noether.) 

Wenden wir dies Ergebniss auf geometrischem Gebiete an, so 
k6nnen wir aussprechen: 


Eine Kurve, deren Hessesche Determinante identisch 
verschwindet, zerfallt in Gerade, die von einem Punkte aus- 
gehen. Hine Oberfliche, bei der die Hessesche Determi- 
nante identisch verschwindet, ist ein Kegel. 
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Zahlreiche Untersuchungen sind tiber die Hessesche 
von dem Gesichtspunkte der Begs und der Lehre von den I 
aus angestellt worden. ~te 
In dem Fall der binaren Forni (homogenen Funktionen vo n 
zwei Veriinderlichen) erhalt man, wenn man die Warzeln der Hessesch hen 


bemerkenswerthe Ergebnisse. Hierzu vergleiche man da Arveten r’ 
von Gerbaldi und Schoute. a 


Gerbaldi, Un teorema sull’ Hessiana d’una forma binaria. 
mat. Pal. +. 3. 1889. parte prima [22—26]. o 
Schoute, Sur un théoréme relatif 4 l’Hessienne d’une forme bin: 
Rend. Cire. mat. Pal. t. 3. 1889. parte prima [160—164]. 


a a tl 


ve + 
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Sachregister. 


Die Zahlen bezeichnen die Seiten, der gesperrte Druck weist auf die Stelle dieses Verzeichnisses, 
. _ wo der betreffende Gegenstand niher behandelt ist. 
Abkiirzungen: Det. = Determinante, Gl. = Gleichung, L. = Lehrsatz. 


Adjungierte Unterdet. (Adjunkte). Siehe algebraisches Komplement. : 
Algebrais ches Komplement (= adjungierter Minor), unterschieden von dem Kom- 
plemente (komplementiiren Minor) 13. , 
: das Produkt eines Minors in sein algebraisches Komplement einem Aggregate 
von Determinantengliedern gleichwerthig 14 ff. 2 
: proportionale Beziehung der algebraischen Komplemente, die zu den Ele- 
menten zweier parallelen Reihen gehéren, in einer nullwerthigen Det. 20 f. 
— als Abgeleitete der Det. 47. 

— bei der kubischen Det. 190. 
Bagneras Lehrsatze tiber Beziehungen zwischen Det. aus denselben Elementen 
124 ff. Fortfiihrung dieser Untersuchung durch E. Pascal. = 

Bernoullische und Kulersche Zahlen, durch Det. dargestellt § 35 und 138. _ 
Besondere Systeme: aus Elementen, die fiir jede Spalte zwei Werthe aufweisen, 
einen in der Kreuzung mit der Hauptdiagonale und einen ausserhalb 142f,, 
aus den Elementen 0 und 1 140. 144, zur Darstellung ganzer Funktionen 143, 
binaérer Formen 144. 
Bezout, Methode zur Darstellung der Resultante 212 ff. 
Binet und Cauchy, Produktsatz (Multiplikationstheorem) der Determinanten 25. 
Siehe Produktdet. 
Binomialkoeffizienten, verschiedene Det., deren Elemente — § 34. Siehe auch § 35. 
Brioschis lL. § 48. Siehe orthogonale Det. 
Casorati, L. tiber Funktionaldet. 
Cauchy, siehe Binet. 
L. tiber die reziproke Det. 
L. tiber das Produkt zusammengesetzter Det. 
Cayley, Aufgabe mit Bezug auf orthogonale Determinanten § 47. 
Verfahren zur Aufsuchung der Resultante 217 f. 
Clebsch, L. tiber Funktionaldet. 
Cramers Formel 205, die Auflésung der linearen Gleichungen betreffend. 
Deriwvationsdeterminanten = Wronskische Det. 
Determinante, begriffliche Erklirung 2, Erweiterung dazu 5. 
: symbolische Bezeichnung nach Cayley, Cauchy 2, umbral notation Syl- 
vesters 83. 
: zugehérige Bezeichnungen: Schema, Ordnung 2. 
: Vorzeichenbestimmung eines Gliedes 2, allgemeiner (§ 2, 2.) 4f. 
Anzahl der Glieder mit positivem, negativem Vorzeichen 2. 
: Anzahl der Glieder, die besondere Elemente (& Hauptelemente, kein Haupt- 
element) enthalten (§ 13.) 46 ff. Literaturbericht 47. 
: ihre Abgeleitete, wenn ein Element, wenn alle Elemente als veriinderlich 
gelten 47 f, 
: ihr Maximalwerth § 53. 
: allgemeine und wesentliche Eigenschaften: Einschrankung auf ein Glied, 


Wirkung der Vertauschung der Zeilen mit den Spalten, der Vertauschung 
von zwei parallelen Reihen, Multiplikation mit einer Zahl k, Unverainder-. 


lichkeit, Nullwerden, Zerlegung in ein Aggregat yon Determinanten 
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(Additionstheorem), Entwicklung nach Minoren, nach Randelementen (awei 
sich kreuzenden Reihen), Multiplikation mit einer anderen Det. (Produkt- 
determinante), Verfahren der Umwandlung. 

: Verhalten unter besonderen Umstiinden: Zerlegung in Faktoren, Null- 
werden, Theilbarkeit, Entwicklung nach Potenzen, Darstellung als 
Aggregat von Quadraten bei der Det. von, Voigt, von Gegenbauer. 

: Beziehungen zwischen den aus denselben n? Elementen hervorgehenden 
Det., Bagneras, Pascals Lehrsitze. 

: Beziehungen zwischen den in einer rechteckigen Matrix enthaltenen Det., 
Vahlens Untersuchung. : 

: Besondere Bildungsformen 

a) mit Bezug auf eine Anzahl gegebener Elemente: symmetrische, schiefe, 
halbsymmetrische Det., || zyklische, Puchta und Noethersche Det., 
Differenzendeterminante, Hankelsche Det., Det. von Voigt, von Gegen- 
bauer, || Det. von Vandermonde, Wronskische, Jacobische (Funktio- 
naldet.), Hessesche Det. || aus Binomialkoeffizienten, aus Fakultaiten, 
aus Einheitswurzeln, Det. besonderer Systeme, Kettenbruchdet., Det. 
von Smith, von Dostor. || Det. durch eine Substitutionengruppe beherrscht, 
als allgemeiner Fall tiber den zyklischen und Puchta-Noetherschen Det. 83. 

b) mit Bezug auf eine gegebene Det. als erzeugende: die Reziproke, zu- 
sammengesetzte Det., Hunyadys Det. 

c) mit Bezug auf zwei gegebene Det. als erzeugende: Kroneckers, Pic- 
quets, Siaccis Lehrsiitze. 

— der Ordnung ,,unendlich“, kubische und héhere Det. 

— dient zur Darstellung fiir Bernoullische und Eulersche Zahlen, fir 
eine ganze Funktion von 2, fiir Potenzsummen der Wurzeln einer 
algebraischen Gleichung, fiir Koeffizienten gebrochener Funktionen, fiir 
Kettenbriiche. 

Diagonalen im Schema der Det. 

Differenzendeterminante, siehe Umwandlung der Det., im Besonderen der 
Hankelschen Det. Siehe auch § 43. 

Dostors Det. § 40, Beispiel einer Determinantenform, fiir die eine gewisse 
Abtheilung von Elementen des Schemas ohne Hinfluss sind auf den Werth 
der Det. 

Diskriminante einer Gleichung, Erklirung 220, ihr Verhaltniss zur Vander- 
mondeschen Det., dem Differenzenprodukt der Wurzeln 129. 220. 

: ihr zwiefacher Ausdruck in Determinantenform 220 f.: als Hankelsche 
Det. aus Potenzsummen der Wurzeln und aus den Koeffizienten der Gleichung 
(die Diskriminante als Resultante). 

— als Invariante 221. 

: berechnet fiir gewisse Gleichungen, Literaturbericht 221. 

Einheitswurzeln, Det. aus — 138f. Siehe ferner zyklische Det. 

Einschrénkung der Det. auf ein Glied aus Diagonalelementen 3. 4. 

Elemente des quadratischen Schemas, der Matrix der Det. 1. 

; Hauptelemente, die der ersten Diagonale (Hauptdiagonale) des Schemas 3. 
Konjugierte — 25. Siehe auch kubische Det. 

Entwicklung der Det., nach Minoren (§ 4) 14—17: Laplacescher Satz 17, nach 
Elementen einer Reihe 17, nach Produkten eines k-fachen Minorensystems: 
allgemeiner Laplacescher Satz (Jacobi) 37 f. ; : 

: Regel von Sarrus zur — von Det. 3. Ordnung 36, erweitert durch Bonolis 37. 
Fernere Literaturnachweise 37. 

- — der kubischen Det. nach den Elementen einer Schicht 190. 

— nach Randelementen (Cauchy) 43f. Siehe geriinderte Det. 

— nach Potenzen bei besonderer Beschaffenheit ihrer Hauptelemente (§ 11) 
41 ff. Koeffizienten sind dabei die Summen der Hauptminoren von verschie- 
dener Ordnung 42 (angewandt 65. 165. 167). 
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Eulersche Zahlen, siehe Bernoullische —. 

Fakultdten, Det. aus — § 36. ? 

Fibonaccis Reihe 153, siehe Kettenbruchdeterminante. 3 : 

Frankes L., siehe zusammengesetzte Det., seine Beziehungen zu einem Jacobischen 
Satze 91. 


Funktionaldeterminante, auch Jacobische Det., Erklirung und symbolische Be- — 


zeichnung 222f. Literaturbericht 222. ; 

: allgemeine Eigenschaften nach Siatzen Jacobis § 58. _ ' 

: ihr Verschwinden nothwendige und hinreichende Bedingung fiir die Ab- 
hingigkeit von Funktionen mehrerer Veriinderlichen 225 f. } 

; ihre Umformung im Fall, wo die Funktionen einen gemeinsamen Faktor 
haben, in die Det. K 227f. : 

: bei K = 0 Bestehen einer homogenen Gleichung zwischen den (nm + 1) 
Funktionen « der » Veranderlichen x, Casoratis L. 229 f. ‘ 

: Sitze von Torelli, die Jacobische Det. und die Det. K betreffend in Fallen, 
wo die einzelnen Funktionen in Faktoren zerfallen 230 ff. 

— bei der Umwandlung vielfacher Integrale dienlich § 60. 

: L. von Clebsch, Jacobische Det. von Jacobischen Det. betreffend 237 ff. 

: Systeme Jacobischer Det. von n Funktionen (m + 1) Veranderlicher § 62. 

Funktionen einer Veriinderlichen. Siehe Wronskische Det. 
: rationale — mehrerer Veriinderlichen. Siehe Funktionaldet. 
Ganze Funktion von x durch eine Det. dargestellt § 38. 
Gebrochene Funktion (rationale) oder Bruchfunktion, ihre Koeffizienten in Deter- 
minantenform § 41. 
Gegenbauers Det. als Aggregat von Quadraten darstellbar 82. 
Glaisher, L. tiber zy klische Det. 
Halbdeterminante, Scheibners Bezeichnung fiir Pfaffsche Funktion. 
Halbsymmetrische Det. (auch hemi- oder schiefsymmetrische) Erklirung 55. 

: Wenn ungerader Ordnung, die — Det. gleich Null 56, ihre Reziproke 
eine symmetrische Det. 57. 

: wenn gerader Ordnung, die — Det. gleich dem Quadrat einer ganzen 
rationalen Funktion (Cayley) 57 (Siehe Pfatfsche Funktion 60), ihre Reziproke 
eine halbsymmetrische Det. 57, ein jeder ihrer nicht diagonalen Minoren gleich 
dem Produkte zweier Pfaffschen Funktionen 63. 

: wenn zugleich symmetrisch mit Bezug auf die zweite Diagonale, so dem 
Quadrate einer Det. der halben Ordnungszahl gleichwerthig 59. 

Hankelsche Det. (auch orthosymmetrische, persymmetrische, rekurrierende Det.) 
§ 19. EHrklarung 67. 

— darstellbar als Differenzendet. (Hankel) 68. 

— verschwindet, wenn ihre (2% — 1) Elemente eine arithmetische Reihe 
bilden, deren Ordnung niedriger als (n — 1) 69, oder wenn sie in geometrischer 
Reihe fortschreiten 69. 

— einer Konstanten gleichwerthig, wenn jene Elemente eine arithmetische 
Reihe der Ordnung (m — 1) darstellen 69. 

: Ubergang zu den Wronskischen Det. 69. 

— als Katalektikante (Invariante) der binéren Form gerader Ordnung 71. 

: der — Det. verwandte 69f., als Kanonizante (Kovariante) der biniren Form 
ungerader Ordnung 70 f. 

Hesse, L. Siehe Zerlegung der Det. 

: Hessesche Det. § 64f. Erkliirung 244, eine symmetrische Funktionaldet. 
aus den m ersten Ableitungen einer Funktion. Literaturbericht 244. 

: ihr Verhalten beim Ubergang von homogenen zu nicht homogenen Ver- 
anderlichen 249 f. 


: sie bleibt bei Anwendung einer linearen Transformation bis auf das Qua- 


drat der Substitutionsdet. ungeiindert 250 ff., eine Kovariante 251. 
: ihr Verschwinden in Beziehung zu der Higenschaft der gegebenen Funk- 
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tion, in Folge einer linearen Transformation von einer Veriinderlichen unab- 
haingig zu werden 252 f. 

: Hessesche Kurve schneidet die ihr zugehérige Kurve in ihren Wende 
punkten 245 ff. 

: Hessesche Fliche, in ihr die Punkte verschwindender Kriimmung der zu- 
gehérigen Flaiche 248 f. ‘ 

Hunyadys Det. Erklarung 104, ihr Verhiltniss zu der sie erzeugenden Det. nach 

__ dem L. von Scholtz (Hunyady) 105. Literaturbericht 104. 106. 

Jacobi, Lehrsitze: Siehe reziproke Det., Funktionaldet., Fassung des allgemeinen 
Laplaceschen Satzes. 

: Jacobische Det., siehe Funktionaldet. 

: Jacobische Kurve zu dem System dreier Kurven § 63, ihre Ordnung 241, 
geht durch die gemeinschaftlichen Punkte der drei Kurven 241, als geo- 
metrischer Ort 242. f 

: Jacobische Kurve eines Netzes 242, als Ort der Doppelpunkte desselben 243, 
als Ort der Beriihrungspunkte zweier Kurven des Netzes 244. 

Identitét, fundamentale, als Grundform der Beziehungen zwischen den Det. einer 
rechteckigen Matrix 121 f. 
_ Invarianten, siehe Hankelsche Det., Resultante, Diskriminante. 

: Invariante Bedingungen fiir das Vorhandensein zweier, dreier gemein- 
schaftlicher Wurzeln zweier Gleichungen 219. 

__ : fundamentale — zum Ausdruck der Resultanten dienend. 

Kanonizante, siehe Hankelsche Det. 

Katalektikante, siehe Hankelsche Det. ’ 

Kettenbruchdeterminanten oder Kontinuanten § 45. Erklarung 151. Literatur- 
bericht 156 f. 

: Rekursionsformel 152, fiir Kontinuanten allgemeinerer Art 154. 

: ihre Gliederzahl (Reihe von Fibonacci) 152 f. 

: Quotient zweier — als Niherungswerth eines Kettenbruchs 153. 

Komplementire Minoren 12f., siehe Minor. 

— Schnittlinien (Transversalen) im Schema 36, der Hauptdiagonale parallel 
und paarweise mit dieser gleichviele Elemente enthaltend, dienen zur Aus- 
sprache der Regel von Sarrus. 

Konjugtert, siehe Hlemente. 

Kontinuanten, siche Kettenbruchdet. 

Kovariante, Hessesche Det. eine — 251, desgleichen die Kanonizante, Nebenform 
der Hankelschen Det. 

Kroneckers L., den Werth einer Det. betreffend, deren Elemente die Produkte 
der Elemente zweier gegebener Det. 107 ff. 

Kubische Det. § 54. Erklirung, n° Elemente mit dreifacher Indexbezeichnung 
bilden die kubische Matrix 185f. Literaturbericht 184 f. 

: vier Diagonalen, Hauptdiagonale, Anfangsglied 186. ; 

: ihre Entwicklung, Vorzeichenbestimmung ihrer Glieder 186, zur kubischen 
Matrix gehéren drei verschiedene Determinanten 186 f. 

: Schichten, eine horizontale und zwei vertikale 187, Wirkung der Ver- 
tauschung paralleler Schichten 187 f. 

— als Summe von »! gewoéhnlichen Det. 188. ; 

: symbolische Darstellung des Produktes azweier gewodhnlicher Det. (Pa- 
dova) 188 ff. : 

: algebraische Komplemente 190. 

: Entwicklung der — Det. entsprechend dem Laplaceschen Satze nach den 
Elementen einer Schicht 190. 

: Produkt einer — Det. und einer gewdhnlichen Det. (Armenante) 190f. 

Laplacescher Satz (auch Determinanten-Zerlegungssatz) 17, seine allgemeine 
Fassung durch Jacobi 37f., Literaturbericht 38. 
: seine Erweiterung §25. Sitze von Reiss, Netto 98f. Satz von E, Pascal 102f. 
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Law of complementaries, of extensible minors 103, zwei allgemeine Verfahren a 


von Muir zur Umwandlung von Determinantensatzen. 
Le Paige, L. tiber gerainderte Det., siehe Randerung. 


Lineare Gleichungen § 56, System von m Gl. in n Unbekannten (m >) 197. _ 


Literaturbericht 205. 

: Bedingungen der Vertraglichkeit der Gl. 198 ff, in anderer Form nach 
Capelli 202. Siehe Matrix. ; 

: Anzahl der unabhingigen Gl. p 199f., grésste Zahl der im Systeme un- 
abhingigen Gl. 202. 


:; Lésung des Gleichungensystems 200f., Falle: m=m, 202. Pe +1, 202f. . : 


: homogene Gl. 203, gestatten sicher eine Lésung in Nullwerthen (identische 


Lésung) 203, ob noch mehrere, ist abh’ngig von der Rangzahl der Matrix 
der Koeffizienten 203. Falle: m< nm und m= n 2038f. 


: Werthe der » Unbekannten fiir (n — 1) unabhingige homogene Gl. 204, 


(n — 1) in diesem Falle der Héchstbetrag der Gleichungenzahl 205. 


: Gleichungensystem, in dem statt einer, zweier linearen Gl. quadratische = 


auftreten 205 f. 
Matrix, quadratische —, die Gesammtheit der Elemente des Schemas 3. 
: kubische 185f., bestimmt drei kubische Det. 186 f. 


: rechteckige —, Erklirung 26, symbolische Bedeutung 27. Multiplikation 


zweier rechteckiger Matrices (§ 7) 26 ff., siehe Produktdet. Beziehungen der 
Det. innerhalb einer Matrix, siehe Vahlen. 


: ihr Verschwinden und das ihrer Unterdet. § 55. Rangzahl p (Charakteristik) 4 


192, eine der nicht verschwindenden Unterdet. p-ter Ordnung die Hauptdet. 194, 
in verschwindender Matrix besteht zwischen den Hlementen jeder beliebigen 


Spalte dieselbe lineare homogene Beziehung (Umkehrung des Satzes § 2, 11) ~ 


192 ff. — besteht zwischen den Det. eines Systemes von p Zeilen und den 

gleichliegenden Det. eines zweiten solechen Systemes das Verhiltniss der Pro- 

portionalitat 195. Pe 
: Matrices, auseinander abgeleitet 196, haben den gleichen Rang. 


: Matrix (A) der Koeffizienten eines Systems linearer Gl. vom Range p 197. - 
Matrix (B), auch Matrix des Systems = Matrix (A) vermehrt um eine Spalte — 


aus den bekannten Gliedern des Gleichungensystems 201. A, — Hauptdet. 
aus (A) geriindert mit der letzten Spalte aus (B) und einer beliebigen, 7-ten 
Zeile der Matrix (B) 197. 198 f. — A; = 0 nothwendige 198, hinreichende 201 
Bedingung fiir die Vertriglichkeit der Gl. des Systems, nach Capelli tritt dafiir 


die Bedingung ein, dass Matrix (A) und Matrix (B) vom gleichen Rang 202. — 


Maximalwerth einer Det. § 53. Sylvesters umgekehrt orthogonale Det. 183 f. 
Untersuchung und Aufgaben von Hadamard 184. 

Minor, auch Unterdet., Subdet., Partialdet., abgeleitete Det,, durch Unterdriickung 
einer Anzahl von Reihenpaaren (Zeilen und Spalten) entstehend 11, die letz- 
teren kreuzen sich in den Elementen des komplementiren Minors 12 f. 


: Ordnung des Minor 11, Hauptminoren oder diagonale Minoren 11, Anzahl — 
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der Minoren einer gegebenen Ordnung 11, der Hauptminoren desgleichen 12. — 


: ihr Klassencharakter 12, der nimliche fiir den komplementiiren Minor 13. 


: Beziehung der Minoren einer Reihenkombination und der zu den Minoren 


einer parallelen Reihenkombination gehérigen Komplemente, wenn beide Kom- 


binationen aus gleichvielen, nicht durchaus tibereinstimmenden Reihen be- 


stehen 18 f. 

— der Produktdet. als Produkt rechteckiger Matrices. 

: Minoren in Verflechtung 102. 
Multiplikation der Det. mit einer Zahl k (§ 2, 6) 7; zweier Det. Siehe Produktdet. 
Netto. Siehe Laplacescher Satz, Vahlen. i 

: Nachweis fiir den L. von Stieltjes 174. ; 
Noethersche Det., siehe Puchta. 

: Hinschrankung eines Hesseschen Satzes 252 f. 
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_ Nullwerden der Det., allgemein unter Bedingungen: (§ 2, 1) 4. (§ 2,5) 7. (§ 2, 8) 7f. 


(§ 2, 11) 10. 

: wenn die Elemente jeder Zeile eine arithmetische Reihe bilden, deren Ord- 
nung nicht grésser, als (n — 2) 41. 

: wenn die Elemente von h Zeilen arithmetische Reihen bilden, deren Ord- 
nung nicht grésser, als (h — 2) 41. ¥ 

: tibrigens siehe Hankelsche Det. 

Orthogonale Det. (= Det. der orthogonalen Substitution) § 46—50. Erklirung 
157. Literaturbericht 164f, ihre allgemeinen Eigenschaften (§ 46) 157 ff.: be- 
treffend ihr Quadrat 157, den Werth ihrer Minoren 157 ff., das Produkt zweier 

159. Anwendung bei geometrischen Fragen 163. 

: Bestimmung ihrer Elemente durch die Werthe von 4 (n-—— 1) unab- 
hangigen Elementen, Aufgabe Cayleys § 47. Erweiterung dieser Aufgabe im 
Hinblick auf allgemeine quadratische Formen 163. Literaturbericht 163. Die 
schiefe Det. jener unabhiingigen Elemente 160. 

: Brioschis L. tiber die Natur der Gl., deren linke Seite durch die Ent- 
wicklung einer orthogonalen Det. mit um 2 vermehrten Hauptelementen dar- 
gestellt wird § 48. 

: Lehrsitze Siaccis iiber Det., die aus zwei orthogonalen Det. zusammenge- 
setzt erscheinen 168 f. 170. 

: Siaccis L. tiber zwei gleichwerthige Det., die aus einer und derselben 

_ orthogonalen Det. entspringen 170 f. 

: Siaccis L. tiber die aus emer orthogonalen hervorgehende Det., falls die 
Hauptelemente um die Einheit vermehrt werden 171 f., Beziehung dieses Satzes 
zum Satze von Stieltjes 172 f. 

: L. von Stieltjes tiber Det., die aus zwei orthogonalen Det. vom Werthe 
+ 1 entstehen (§ 50) 173 ff. 

: umgekehrt. orthogonale Det., siche Maxjmalwerth. 


- Parabolische Punkte einer Fliche oder Punkte verschwindender Kriimmung. Siehe 


Hessesche Flache. 

Pascal H., siehe Erweiterung des Laplaceschen Satzes, Vahlen, Bagnera. 

Persymmetrisch, siehe Hankelsche Det. 

Pfaffsche Funktionen (Pfaffians nach Cayleys Bezeichnung, Halbdet. Scheibners) 
§ 17. Erklirung, Vorzeichenbestimmung 60. Literaturbericht 60. Symbolische 
Bezeichnung Jacobis 60. 

: Rekursionsformel, Darstellung durch Pfaffsche Funktionen niederer Ord- 
nung 60 ff. Zahl der Entwicklungsglieder 62. 

: ihr Zeichenwechsel 62. 

: Produkt zweier Pfaffschen Funktionen, siehe halbsymmetrische Det. 

Picquet, L. den Werth einer Det. betreffend, deren Elemente aus der Gesammt- 
matrix zweier n-reihiger Det. nach gewissem Verfahren zusammengesetzte Det. 
sind 109f. und zwar Dm oder Dn—m, jenachdem m oder (n —m) Spalten der 
ersteren Det. durch ebenso viele aus der zweiten ersetzt worden sind 109f. 
Werth des Produkts dieser Det. Dm und Dn—m in einem Sylvesterschen Satze 
111 f, ausgesprochen. 

— L. einen Minor der Det. Dm betreffend 112 f. 
Potenzdeterminante, siehe Vandermondesche Det. ; 
Potenzsummen der Wurzeln einer Gl. § 39. Newtonsche Beziehungen 145. 
: ihre Darstellung durch Det. 145, im besonderen Fall durch Konti- 
nuanten 154f. : 

Produktdeterminante aweier gegebener Det., eine Det. 2m-ter Ordnung 21, ihre 
Zuriickfiihrung zur n-ten Ordnung 22 f. : 

: ihr Bildungsgesetz 23 f., vier Formen 24, Beziehung zwischen den Haupt- 
minoren der in verschiedener Form dargestellten — 53 ff. } ; 
: ihr Minor als Produkt zweier rechteckiger Matrices (von je m Zeilen, 


a 
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n Spalten) 27, 30. Falle: m > n 29, m< n 29f. Summe der Hauptminoren — 


von gewisser Ordnung 55. : 
— zweier tibereinstimmender Det. eine symmetrische Det. 
— zweier reziproker Det., siehe reziproke Det. 
— einer kubischen Det. und einer gewéhnlichen Det. 


: ihre Entstehung, wenn die Faktoren Det. von vungleicher Reihenzahl a 


(Konig) 50 ff. ; 

Puchta, Det. von Puchta und Noether. Erklarung 80. Literaturbericht 79 f. 
Verwandtschaft mit der zyklischen Det. 82, verwandte Klasse noch allge- 
meinerer Det. 81. 


; als Produkt von n = 2" Faktoren, die aus den Elementen linear zusammen-_ 


gesetzt sind 80 f. ‘ 
: ihre Reziproke eine Det. derselben Art, wie bei den zyklischen Det. 81. 
: ihre komplementiiren Minoren von der halben Ordnungszahl paarweise ein- 
ander gleich 82. 
Rénderung, gerinderte, gesdumte Det. § 12. 
Satz von Le Paige iiber gerinderte Det. § 52. 
Rang, Rangzahl 205. Siehe Matrix, lineare Gleichungen. 


: auch als Bezeichnung der Det. nach der Zahl der Indices ihrer Elemente ‘ 


(Dimensionen der Det.). 
Reiss, L., siehe Laplacescher Satz. 
: allgemeinerer Begriff der zusammengesetzten Det. 84. 
Resultante zweier Gl. Erklirung 206. Literaturbericht 206 ff. Ihre Bedeutung 
fiir die Formenlehre, die — als Invariante 218, ausdriickbar durch fundamen- 
tale Invarianten 208, symbolische Darstellung nach Gordan 218. 


: ihre verschiedenen Formen nach den Methoden von Euler 208, Bezout, — 


Cayley, Sylvester. Umwandlung der Eulerschen Form in die von Bezout 214. 

: ihr Verschwinden nothwendige 208 f., hinreichende 209f. Bedingung fiir 
das Vorhandensein einer gemeinsamen Wurzel beider Gl. Bestimmung des 
Werthes dieser Wurzel 211. Gesammtzahl der gemeinsamen Wurzeln ab- 


hingig von dem Range der — 211, Bedingungen fiir » gemeinsame Wurzeln © 


214—217, hierher gehérende Untersuchungen von Darboux, Kronecker, Gar- 
pieri 212. Ss 
Reziproke Det. § 8. Erklirung (beruht auf dem System der Komplemente oder 
der algebraischen Komplemente zu den Elementen einer gegebenen Det.) 31. 

Sonderfall der zusammengesetzten Det. 83. 
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— wird Null sammt ihren Minoren bis zur 2-ten Ordnung 31. Verschwinden  —_— 


aes Minoren als Folge des Verschwindens von Minoren der erzeugenden 
et. 34. 

: ihr Werth ausdriickbar durch die erzeugende Det. (Cauchy) 32. Werth 
eines ihrer Minoren desgleichen durch die erzeugende Det. und einen Minor 
in dieser von komplementiirer Lage (Jacobi) 33f., beide Satze enthalten in 
Satzen von zusammengesetzten Det. 88. 91. 

: die reziproke Det. zur Reziproken 34, reziproke Systeme nach Kronecker. 


: Produktdet. zweier Reziproken als Reziproke der Produktdet. ihrer er- 


zeugenden 34 f. 

Sdkulargleichung, ihre Wurzeln reell (Sylvesters Darlegung) 64 ff. Siehe sym- 
metrische Det. 

Sarrus, siehe Entwicklung der Det. 

Schema, quadratisches 1, die anschauliche Grundlage fir die Begriffsbestimmung 
der Det., seine Elemente 1, Diagonalen: Hauptdiagonale, zweite Diagonale 3. 

Schichten der kubischen Det. 

Schiefe Det. Erklirung 55 (verwandte Form: die schiefsymmetrische oder halb- 
symmetrische Det., fiir beide Formen kommt auch die umfassende Be- 
nennung symmetrale Det. vor). 

: ihre Hauptminoren sind desgleichen schiefe Det. 56. 


Z 


Sachregister. 965 


— mit Hauptelementen = 1 darstellbar als Summe von Quadraten 66f. - 
__ — aus den unabhingigen Elementen der orthogonalen Substitution 160. 
Scholtz, L. § 26, die nach Hunyady benannte Det. betreffend 105. 
Scott, L. tiber zyklische Det. 
——— Stacei , L. die Det. betreffend, deren Elemente aus den Paaren gleichliegender 
(homologer) Elemente zweier gegebener Det’ linear zusammengesetzt sind 114. 
’ : Lehrsitze tiber orthogonale Det. 
_ -‘Smithsche Det. § 42, eine symmetrische Det. 
—*Sowillart, L. tiber zyklische Det. 

__-~‘Stern, L. tiber gewisse zyklische Det. 

Stieltjes, L. Siehe orthogonale Det. 

_  ___ Sylvesters Determinantensatz 93. Spottiswoodes oder Sylvesters Satz 87. Siche 

zusammengesetzte Det. 
: L. 111, siehe Picquet. 
— umbral notation, symbolische Bezeichnung der Det. 83. 
— dialytische Methode zur Darstellung der Resultante 208 f. 
Symmetrische Det., Erklirung 25. 55 (verwandte Formen: die schiefe, halb- 
symmetrische Det.). Das Quadrat einer beliebigen Det. ist eine — Det. 25. 
: ihre Hauptminoren desgleichen symmetrisch 55. 
: ihre Reziproke eine — Det. 56. 
: Beispiele, die zyklische, Puchta und Noethersche, Smithsche Det., 
die Resultante nach Bezout 213, die Hessesche Det. 
Theilbarkeit der Det. durch die (» —1)-te Potenz einer Zahl, die Theiler ihrer 
sAmmtlichen Minoren zweiter Ordnung ist (Janni) 39. 
- Torelli, Lehrsiitze tiber zyklische Det., iber Funktional det. 
Umwandlung der Det. (in gleichwerthige) § 10. 

, : In die Det. nichst niederer Ordnung aus Minoren 2-ter Ordnung nach 

pa zweifachem Verfahren 38 f. 

|. oa : In den Quotienten zweier Det. (Studnitka) 39 f. 

: in eine Differenzendet. von gleicher Ordnung 40 f. 
: nach Verfahren von Fouret 141. 

Unendlich, Det. der Ordnung — § 51. Erklirung 176. Literaturbericht 175 f. 

: Konvergenzbedingung fiir die unendliche Det. mit den Hauptelementen 1 
(Poincaré) 176 f. 

: Konvergenzbedingung fiir den allgemeinen Fall (v. Koch) 177 f. 

: Normalform dieser Det. 178. Produkt zweier normaler Det. 178. 

Unterdeterminante, siehe Minor. 

Unvertnderlichkeit der Det., allgemein bei Verfahren: (§ 2, 3) 5f.; (§ 2, 7) Janni, 

_ Fiirstenau 7; (§ 2, 10) 9f. 

: tibrigens siehe Umwandlung, Dostors Det. 

Vahlen, Untersuchung iiber die Det. innerhalb einer rechteckigen Matrix § 29. 
Anzahl der zwischen ihnen bestehenden unabhingigen Gl. 116f. Betrachtung 
tiber den Grad dieser Gl]. § 30. Identische Beziehungen, ausgedriickt in einer 
Formel Nettos und einer verwandten E. Pascals 120. Zuriickfiihrung jener 
Determinantengleichungen auf eine Grundform 2-ten Grades § 31, die funda- 
mentale Identitaét b) 122. 

Vandermondesche Det., auch Det. Cauchys, Potenzdet., Det. der Wurzeln einer 
Gl. § 33. Erklarung 128f. Literaturbericht 130 f. 

: ibr Quadrat, die Diskriminante, eine Hankelsche Det. 129. 


A 
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: _; ihre allgemeinere Form 129f., ausdriickbar durch die vollstandigen homogenen 
‘& Funktionen, die Aleph Wronskis 130, theilbar durch die Vandermondesche 
z Det. 131. : 

: : ihr Ausdruck, im Fall die Reihe der r-ten Potenzen durch die Reihe der 
’ m-ten Potenzen ersetzt wird 131 f. ; 

- Vertauschung zwischen gleichnamigen Zeilen und Spalten der Det. (auch Trans- 
: Pascal, Determinanten. ie 
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position) (§ 2, 3) 5 f., zwischen parallelen Reihen (§ 2, 4) 6f.; zwischen horiz 
talen 187, vertikalen 188, parallelen Schichten der kubischen Det. — 
Voigt, Det. von —, Erklirung 82, Darstellung durch die Summe zweier Qu 
drate 82. . 
Wendepunkte einer Kurve sind ihre Schnittpunkte mit der Hesseschen Kurve 
Wronski, Det. von — oder Det. der m Funktionen, des Funktionensystems 48 ff. 
Erklirung 48, ihre wesentliche Bedeutung fiir die Frage, ob die Funktione: 
des Systems linear abhiingig sind von einander oder nicht.  Literatur- 
bericht 48. wha X: , 
: zwei Eigenschaften dieser Det., einmal ihre Ableitung betreffend 48f., — 
dann ihr Verhalten, wenn jede Funktion des Funktionensystems mit ein un 
derselben Funktion multipliziert wird 49 f. a 

: Aleph Funktionen, siehe Vandermondesche Det. 
von Zeipels Det., siehe Binomialkoeffizienten. of ; 3 
Zerlegung der Det.: in ein Aggregat von Det. (Additionstheorem), bei Anwesen- 

heit mehrgliedriger Elemente (§ 2, 9) 8 f. eS 

-— in zwei lineare Faktoren, wenn das Komplement eines Elementes ver- 

schwindet (Hesse) 44 f. oe 

— in Faktoren, entsprechend der Ordnungszahl der Det., im besonderen F 

der zyklischen Det., der Det. von Puchta und Noether. 

— in ein Agegregat von Quadraten, siehe Det. von Voigt, Gegenbauer. 
Zirkulanten, siehe zyklische Det. i 
Zusammengesetzte Det. (= compound determinants) Erklirung und Verhiltniss 

zur Reziproken 83. Anordnung ihrer Elemente 85f. Erweiterter Begriff, all 
gemeinere Aufgabe Sylvesters § 24. Literaturbericht 83 ff. pe 
: Beziehung zur erzeugenden Det., Lehrsatz von Spottiswoode (Sylvester) 87f. 
: ihre Minoren in Beziehung zur erzeugenden Det. und deren Minoren 88f. — 
Frankes Lehrsatz 91. ass 

: ihre Minoren bei beschriinkter Auswahl der an ihrer Bildung betheiligte 
Reihenpaare der erzeugenden Det., dargestellt als Produkt von Potenzen der 
erzeugenden Det. und_gewisser Minoren der letzteren 92 ff. Sylvesters Deter- 
minantensatz 93f. Lehrsiitze von D’Ovidio 94 f. oe 

: Paar zusammengesetzter- Det. Dn, Dn—m den Systemen paarweise kom- : 

plementiirer Minoren entsprechend 85f., ihr Produkt nach Cauchy 86, aus 
beiden durch Multiplikation der homologen Elemente gebildete Det. Satz von 
D’Ovidio 94 f. + oa 
Zyklische Det. (auch Zirkulante, doppelt-orthosymmetrische Det.) § 20. Erklirung 
71 f. Sonderfall der Hankelschen Det. 72. Nebenform 74. Schiefzyklische 
Det. 74. Literaturbericht 73 f. es 
— als Produkt von m rationalen Funktionen mit Hilfe der m»-ten Hinheits- — 
wurzeln 72 f. ‘e 
ces aus einer Reihe ganzer Zahlen, deren Summe gleich Null. Lehrsatz von 
ern 78. ae 

: Produkt zweier zyklischer Det. (Souillart) 78 f. Va 

: Zurtickfiihrung der zyklischen (schiefzyklischen) Det. auf gleichartige Det. 

niedrigerer Ordnung. Lehrsiitze von Glaisher, Torelli 74 ff. ce 

: Darstellung der zyklischen Det. (n = 2m) als Produkt einer zyklischen 

und einer schiefzyklischen der halben Ordnungszahl. Lehrsatz von Scott 75ff., 
erweitert durch Torelli 77. ‘ ste 

: besondere Formen des Schemas der — Det., aus Elementen -- 1 Catalan 

139, Fouret 140f., Studnitka 141 f., aus Gliedern einer arithmetischen Reihe — 
Cremona und Lemonnier § 44. x 
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